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经典数学分析中的思想方法和技巧是丰富多彩的.对每一个 
年青的数学工作者说来，及早掌握这些方法和技巧，将在一生的 
工作实践中受益无穷.正是从这个观点出发，本书前一编者早在 
1953—1954年就在东北人民大学（即吉林大学的前身）讲授了 
“分析方法”这门课程.1955年将讲稿整理出版，书名与本书同名. 
1958年读书曾由高等教育出版社重印一次.但两次印数总额只 
有7000余册，当即一销而空.二十多年来，该韦早已不易找到了， 
只能偶而从一些数学著作的参考书目中发现读书的名字. 

近些年来，曾不时收到各地读者来信建议再版读书.可是二 
十余年过去了，总感到原书的题材大有刷新一番的必要.只因苦 
于缺乏时间，致使修订工作拖迟三年之夂.去年，本书后一编者在 
杭州大学数学系为高年级学生开设了“分析方法及例题选讲”这门 
课，用上述原书作教材，并在讲课过程中不断进行删改和补充.于 
是在这个基础上我们便合作从事原书的修订工作，修订后的书稿 
又在杭大讲授了一次，然后略经修改，终于最后定稿. 

在这个修订本中，已经加入不少新颖的题材，更换了一些旧的 
例题和习题.新增的内容中，也有一部分命题是属于编者们自己 
的研究成果（例如关于插值余项的命题及振荡型积分的渐近展开 
式等) • 

在内容题材的铺设上，本韦尽可能对相互关联的命题、例题及 
习题作出适当编排，以便使读者容易产生联想，从中领悟预示的途 
径去解决问题.就这个特点而言，它与鲍利亚与薛戈的名著《数学 
分析的问题与定理》多少有些类似，事实上本卡还借用了该书中 



的一些有趣题材. 

鲍利亚曾说过 ：“一 位好的数学教师或学生应努力保持解题的 
好胃口我们自己也有这祥的 经验： 要想较熟练地掌握数学分析 
的方法和技巧，最好的办法莫过于经常动手去解题.因此在本韦 
中，多半是示范性地给出典型命题与例题的极其简明扼要的证明 
或解法，类似的命题和习题则要求读者自己去解决.应读承认，本 
书中的个别题目确实是难度较大的 ，一 时作不出来，既不用灰心， 
也不必去查阅任何现成的习题解答书籍.希望读者最好从一些相 
关联的题材中吸取经验和借鉴，能让自己去闯过难关，并从中享 
受乐趣！ 

这个修订本略去了原韦的第五章（“各种类型的极限问题”）， 
因为考虑到该章内容题材过份庞杂零乱，需要全面修改 和增订 ，从 
而势必大大扩充篇幅.因此，我们期望将来通过出版《续编》的方 
式来完成上述任务.好在本韦各章自成体系，且已足够表现出数 
学分析方法中的精采部分.当然原韦的一些特色都在这里保留下 
来了. 

我们要感谢吉林大学和杭州大学的数学系给我们提供了完成 
这个修订本的工作条件.还特别感谢审稿者路见可教授的细致审 
阅以及本书编辑的辛勤劳动.这个修订本仑促问世，错误与缺点 
谅必难免，希望读者不吝指教. 

徐利治 王兴华 

(吉林大学）（杭州大学） 

1982年4月4日 
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第一章关于阿贝耳方法 


阿贝耳 ( N . H . Abel , 1802-1829) 的方法是一套比较古典的 

数学分析技巧.它在数学分析的某些部分，特别是在级数的收敛 
性理论及有关和式(或积分式）的阶的计算中常常用到. 

在分析学中，因为理论系统性的关系，常常把这个方法分散到 
几处来讲.在这里，由于我们无须受系统性要求的限制，并希望能 
将这套方法在应用上的特点表现得更显著一些，因此就在这一章 
中，采用命题、例题和习题的形式，加以比较集中的考虑. 

阿贝耳方法是从一个十分浅显的恒等式开始的.这个恒等式 
可以叫做和差变换公式，又可以叫做分部求和公式，它相当于积分 
学中的分部积分法.从这个简单的恒等式可以直接导出阿贝耳引 
理，从而又可导出一系列很有价值的命题.简单地说，这就是下表 
所示的 模式： 

级数乘法定理 

和差变换公式 


分部积分法 

现在我们就把有关阿贝耳方法的若干命题，例题和习题分布 
在下列各节中. 


分部求和法 
阿贝耳引理 


>阿贝耳连续性定理一 b 阿贝耳求和法 
>无穷级数收敛性判别法 


>积分第二中值定理一> 无穷积分收敛判別法 


§1. 和差变换及其应用 

1. (和差变换公式）设饥<界.贝 IJ 

n w — 1 




[证]将等式左端的和拆开，然后对牵进行同类项合并即 


2. (分部求和法）设〜 = % + %+… ( ft = l ， 2, …， w ) •贝！1 

n n — 1 

y y s i a k b k = s n b n + y ^ t s k ( b k — b k + i ). 

10 = 1 ifc 


[证]这是于命题 1 取 = 的结果. 

3 - 设〜 + - hfln — 咖―①）•贝 1 J 



71-1 

(、一 s)b n — (s n — s) (b k + i — bk). 

IC =1 


[证]这是于命题1取為= — A 卓=〜一<&>1)的结果. 
4. (阿贝耳引理）若对一切7^ = 1，2, 3,…而言， 

w < a ! + a 2 H - ha w < il /. 


有 

b 1 m < a 1 b l + a 2 b 2 + … + a n b n < b 1 M . 

[证]应用命题2 ， 由于 b k - b k + l ^ O , 我们得到 

n n _ 1 

> ' a kbi c 《 Mb n J r > ] M ( J> k — b k + x ) = Mb \^ 

jte=i lo—i 

n n — 1 

y ^ 1 a k b k ^ mb n + y ] m ( b k - b k + l ) = mb u 

IC—1 10—1 

5 •设〜《 2 ,…,〜，、， U 为任意实数或复数，又设 

^^ maxdajl , |〜+ 〜|，…， \ a l + a 2 A - ba n \). 



oo 

6 . 设史 O )> 0 , 炉 ( w ) 个 oo ( w — oo ). 又设 XI 〜 收敛.贝 1 J 

71 = 1 




7 - 设沪 U ) jO ( w — oo )， 且为收敛.则 

n = i 

lim (a! + a 2 H - h a n )cp (n) = 0. 

n^oo 

[证]显然在本命题中，只要将〜史00看作是命题6中的 
a n , 而把 ( p ( n ) — 1 看作是命题6中的 < p ( n ), 就立刻得到 


n n 

y2ctk=^2(cik(pW)(pOc)~ l = o(<p(n)~ l ) O—oo). 

Jo=l 

[另证]本命题亦可利用阿贝耳引理直接证明.任意给定 
^>0. 由收敛性假设，可选取自然数#，使当时有 

Y> a N9(^) +a N+l cp(N + 1 ) + …+ 〜妒 0 )> — 音 . 

又显然 

0<炉(#) -1 <沪(# + 1)-«妒0) _1 . 

故按命题4 ( 视少⑷― 1 ，…，炉 （ iV )- 1 为6】，…，心），便得到 

音炉0) _1 >〜+〜+十..+〜>— 音妒 ( W )' 

亦即 

I (〜+〜 +1 + —+〜）史0) |< 音. 

而由于炉0)—0,故又可取自然数 W ， 使时 

I (〜 + 〜 + … + an ) 炉⑷|<音. 

于是当 w > max ( iV , V ) 时 


|0 1 + a 2 + . 


t -« n )^( w ) |< 


€ 


2 




命题证毕. 

很明显，命题6与命题7是可以相互推导的. 

8. 设 a >0. 则当下列的狄利克雷 ( G . L . Dirichlet , 1805— 
1859) 级数 

化.1〜+ (| 2 .2〜+ (1 3 .3〜+ -+〜0“ 

收敛时，必有 lim( ai + a 2 + … 〜 = 0. 

n^oo 

oo 

9•设 {^ n }T 为任意一个复数列而2 =00, 又设 


# 


4 





级数 互>„ 〜为收敛.则必有 

n=i 

iV 1=：0 . 

[提示]应用命题5并仿照命题7的后一证法即可证得本命 

题 . 

10. 设当灸 = 1，2,3，…时 + ~^~(&jfc + & jfc +2)>6 fc + i 并 

且 


m^Si t-s 2 + …+ 〜 < 见 . 

其中 h = «i + a 2 + … +〜. 则有下列不等式成立： 

n 

m ( b l — b 2 )+ s n b n < y ^ i a k b k < M ( b l — b 2 )+ s n b n . 

lG ~1 


[提示]对于 Z ： 心~应用分部求和法并利用题设不等式即 

10 =1 

可. 

11. 设^^一固定的大整数， a b a 2 , …， a iV , …， b N 为任 
意两组常数.今定义心 = 0(》> iV ) 以及 

△ m +1 n fc ， Ab k = b k +1 ~ b k , 

k 

Sl m) = 2 5( : -1 〉， 4 1)== h = a l + a 2+ … +〜• 

V = 1 

则有下列恒等式成立： 

jfc =i lo—i 


[提示]相继应用 m 次分部求和法即可. 

12. 设〜>0，心>0,而 > fc } 为单调下降的正数列.又设 


丑 = max 


銳， 



h 






H 


m 


max 


Bm B m + 


B 


n 


A ^ A 




Bfn Bm+l 


B 


n 


A J A , 

1 


，人” 


此处 A k = a 
成立： 


d \ + 


• • • 


+〜， ^fc —^0 + ^1+ ••• + &*• 则有下列不等式 


m 


n 


〉 ]^ k^k 




h m +{ h - h m ) k — —— <— 


n 


n 


y^^kVk 




fc = 0 


i ?-0 


m 


y^^kVk 


^ H m + ( H-HJ 


Jc 0 


n 


〉 \ a k^k 


fc = 0 


[证] 


本命题可看作阿贝耳引理的扩充.其证明的办法亦大 


致相似.首先我们注意到0二0, 1,…，70, B r ^ H m A 


T 


0 =饥 ， m + 1， …， w ). 因此 


n 


n — 1 


ZlM 


k 




k 


” 灸 + 1 ) + B n v n 


0 


k^Q 


n 


n — 1 




〉 ] Zfc (” Jfc 


^ +1 )+^ 


n 


k =0 


fc = 0 


m 


n 


^ j H(^Vjg — Pfc + i) + 〉 m^k — Pfc + 1) H m A n v n 


< 


fc = 0 


k^m 


n - 1 


2 4 (汐 fc — 十 1) ^ ^nVn 


fc = 0 


n 


m- 1 


21 ^ 


y^^k(Vk 


V k 


k = 0 


n 




Jfc = 0 


n 






fc = 0 


fc ^ 0 


' a k”k 




n 


^ ' a k”k 


0 


故命题中不等式的右段已告证明.其左段的证法与此相似. 

13. 保留命题12的全部假设，但将改设为单调上升的数 

\ 

列.则有 


n 


H 


(H 


^m)^n^n+ (H — H m ) A 


^ b k v h 



n 


< 




71 


y](hVk 






0 




(H 


hfr^) A n V 


(h 


h)A 


v 


n 


〉 ] a k^k 


0 




• 阿贝耳引理应用于级数收敛性问题 


14. (阿贝耳定理）设= lim^X 

w=0 怎今 1 - n-0 


X 


S 


[证]容易看出 IX # 二 / o ) 在0<$<1上为一致收敛.事 


0 


实上，对任给正数£，有 W 使当〃>#时 


+JP 

2 


a 


k 


< e . 从而由阿 


贝耳引理(命题 4 ) 可知同时有 


+ P 


a^x 


< x n e < e ， 只要 




因此由函数项级数的连续性定理即得 

lim / 0 ) = /( 1 ) 


s 



15. (級数乘法定理） 令 Q 二 — i + 又设级 


数 2 a w , 2& w ，2 c w 都收敛 


则 


00 


oo 




2 〜 



oo 


n = 0 


w == 0 



» = 0 


n 


( Abel ) 


[证] 


因为绝对收敛的级数可以相乘，因此 


oo 


oo 


^ C n x n 


^ a n x n 


n = 0 


71 = 0 



oo 




S x {x)s 2 {x) 


(0< 疋 <1 乂 


Tl = 0 


于是由阿贝耳定理(命题 14) 便立刻得到 


OO 


oo 




^ A Cn— lim ^^ C n x n = lim 5 iC*^)^ 2 (^) 

n=0 ~n=0 丨 


lim 5j(^)• lim 5 2 (^) 


x 


x^l 


OO 


^1(1 )^2( 1 ) = ( > 


2>4 


n « 0 


n = 0 


16. 试证 

2\ 1_ i + i 


2 


4 


+ … 


2 


3V 1+ f ； +t( 1+ i+f 




2 



3 



1 

4 


—j— ••• • 


[证] 

l ) w+1 


于阿贝耳关于级数乘法的定理（命题 15) 中，取〜 


n 


( w = l ， 2,3,…），％ = = 则有 


c 


n 




l) U W 


此处 


W 


1 


1 


n 


(n 


1) 


2.(% — 2) 





+ 


1 


(w — 1) • 1 


(»2). 



= 2^1 + 

式中 V 为欧拉 （ L . Euler , 1707-1783) 常数（参见第四章题 25). 

2 

由是 w n -> 0 . 又因为 (n + l ) w n + 1 — nw n =— 9 n ( Wn ~ w n+l ) = 

Tt 


2 


H -卜 


n 


2lnn + 2y + o(l) (w->oo )， 


•8 • 




2 

tv n+l ~ L(n + l ) w n ^ x — nw n 2 = w n ^ x - >0, 故知 u; n 0 # 从而 

n 

由莱布尼兹 （ G . W . Leibniz , 1646-1716) 收敛判别法可见级数 

oo oo 

2 C n =^(~ irW n 为收敛.所以最后应用命题 15 即获证明. 

w = 0 w = 2 


17. 试证级数 


1 


+ 


1 


V2 1 V3 


\/ 4 


―•參 • 


的自乘级数为发散 


18•设〜 | 0, ％ 




o. 则级数 j ](- ir - l u n 



71 


oo 


oo 


2( 


ir -^ n 的乘积级数 2( — l )^ 1 ^ 为收敛的充要条 件是: 


71 


U 


w n = u l v n j ru 2 v n ^ x j r 


# _ • 


+ U n v 



0 


[证] 


条件的必要性是显然的.今证充分性 


( Pringsheim ) 

写 


n 


n 


A 


n 


2( 


i ) 


* 一 l 


U kj B 


n 


S ( 


1) 


k 


V 


ny 


10 


K 


n 


C n 


ZK - d ^ 1 


w 


ny 


n 


CO 


oo 


并以 4 s 分别表 


1) 


k 一 


u 


h 


S ( 


1) 


k 


之和.则 


•參•參 


C n = w x — w 2 J tw^ 


U l V l ~U l V 2 '\-U l V 


+ (- l 广 1 扮 


n 


3 


• • • 


+ (- l ) n ^ l u l v n 


U 2 v l +U 2 v 2 - h( —l) W " 1 M 2 ^n- 


+ U 3 v 


• • 9 


+ (- l ) 


n 一 


汉 3 ”W - 2 


+(— ir -乂川 

— 一 2 + ( — l) n ~ 1 U n B 1 . 

• 9 • 




从而 


A n B — C n = u — B n) —u 2 {B — B n -i L ') +u 3 (B—B n - 2 ) — ••• 

-\r ( — l) n ~ 1 u n (B — Bi). 

据题设 

\B — B n \ ^v n + u \B-Bn-i I ^v n , •••, \B — B X I 

由是 

I A n B — C n |<w^ w+1 + w 2 ” w + … + u n v 2 

= w n+1 -u n+1 v 1 ~^0(n-^co) t 

所以 


limC^ = \imA n B = AB. 

抑今 oo W' 今 oo 


oo oo 

19 •设、 \ 0 , v n l 0, 则 21( —1 广-、与 Xl ( —1 尸 - 1 、 的乘 

71 = 1 71 = 1 

积级数收敛的充要条件是 U n v n ->0 并且 V n u n - > 0 , 这里 


U n = u { i - u 2 -i - Vu nj V n = v l + v 2 -{ - \- v n . ( Pringsheim ) 

[证]设 U n v n -> 0 , 则由〜 和％的单调性，有 


W 2 


n 


汐 2n + M 2 v 2n- 1 



響 • • 


卜 ^ n ^ n + 1 


+ … +^2 n^l 




鑄參# 


+ 一 ^ 


w ， 


^ 2n^ n V n V n U n 以 n + l”/i +1. 


所以 w ->0 


反之，设0,则由 


U n v 


n 


Oi 


• • • 


+ U n ) v n ^ : u l v 


n 


■ _ 參 


~~ u n v 


w 


nj 


V n u n ^w 


n 


可知以 


n 


0， V n u n -> 0 . 证毕. 


20. 试讨论1^!=^ 

n 

71 = 1 

性，这里 0< a < l ，0< yff<l 


OO 


和 s 


1) 


n 


n 


n p 


的乘积级数的收敛 


21. 设 2 〜和2\二收敛级数中至少有一个绝对收敛，又设 


參 


10 • 


= a 0 ^n + 符 - 1 


- O - 


• •参 


+ a n b 0 m 则必收敛，且 


oo 


n = 0 



oo 


oo 


XX )( ^2b n )=^c n 


( Mertens ) 


n = 0 


n = 0 


[证] 


不妨设为绝对收敛，且设 


n 


n 


n 




2 〜—木 


B 




fc = 0 


n / 
jfc=0 


C n 




fc = 0 


21 〜 


，， \B n \^B\ 


k^O 


则如同命题 18 之证明，可得 


A n B — C n — a 0 (B — Bn ) + ai(B — B n - i ) - + a w ( B — B 0 ). 


从而 


[+]- 


n 


\A n B-C n \^ 2 \a v \\B-B n . v \ + ^ \a v \\B-B n . v \ 


V 


V 




Cf ] 


n 


max I B—B k \ +2B' U \a v \. 


[ 幻水 n 

可见0,即 o — oo ). 


v 




[ f ] 


22. (阿贝耳判别法） 设级数 2 〜为收敛而 2(6 rt —6 W+1 ) 为绝 


对收敛（其中〜，\可以是复数)，则 ^ a n b n 必收敛. 


71-1 


[证]设2 1 b n — b n 


+ 1 


B 


m\K\ 


|6 厂 Zld 6 


fc + 1 


) l < 


l&ll 


B 


于是由命题 5 的阿贝耳引理，得 


m + n 


2 a ^ b 


k 


k = m + 1 


< 


max 

l<P<n 


m + p 

k = m + l 


a 


k 




m + n 一 1 


2 I U 



I 石 m 


+ n 


k =^771+ 1 


^( 2 B + |6 n|)max 


1 < JP<W 


m+ p 

k =m+l 


• a • 



由是可见 2 〜 6„必 收敛. 


71 

23. (狄利克雷判别法）设[〜为有界而2(\-&„ +1 )为绝 

Jb =1 


对收敛且心 — 0( 其中〜 ，心可以是复数).则 2 Mn 必收敛. 

[证]在阿贝耳判别法的证明中，不等式 



<<；max 

1 ^P<n 




右端的两个因子，前一个因子是0(1)，后一个因子是 0(1). 而今 
则前一个因子是 0( 1 )，后一个因子是< 1 ). 

24. 设为一有界单调实数列而级数2〜为收敛.则级 

数 ^ a n b n 必收敛. （ Abel ) 

n 

25. 设 \|0(72—> co ) 而2〜为有界.则级数必收 

1 

敛. （ Dirichlet ) 

[提示]命题 24 及 25 显然分别为命题 22 及 23 的特例. 

26. 令 《 = cos 0 Hsin (9 = e ifl . 则当0<0<2冗 且 〜 j 0时级 


数为收敛，同时 


n + P 

fc = n 


< 



l -右 


[提示]当 MI <1 且纟乓 1时 


n + p 



r + 1 (i-^> 




2 


于是利用命题 23 或 25 即得. 

27. 设 a “0. 则当0<0<2冗时级数 2 a „ C 0 S 妬及 2 fl n sinw 0 

为收敛，且有 
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n + p 


] a k coskO 


k = n 




a 


n 



及 


sin 


n + P 


^ sinlcO 


k -n 




2 


sin 


e m 


2 


[提示] 


在命题 26 中考察级数的实部及虚部. 


28. 试应用命题25来讨论级数2〜％的收敛性问题， 


71 


其中 


2 


n 


sini n 


1 


2 



， 


2 


cosl n + 


2 



，并从而推断 


2 a n sinw 0 # cosw 2 0， 2 a w sinw 0 # sinw 2 0 


二级数当〜丨0时都收敛. 


( Hardy ) 


29. 设 a “ 0( n ~> oo ) 且 f ( a n + a n +2 )> a n +1 . 则当0<0< 


2^ r 时级数| + 〜 cosM 收敛于一个非负函数. 


n 


[证] 


写 


n 


sini n 


D n m 


2 



s 


COS 


he 


2 



10 


2 sin 




2 


n 


K n (0) = ^D k (e) 


sin(w + l )— 


ib = 0 






sin 


2 


则相继进行两次和差变换得 

n w — 1 

苦 + y > fc cosA ; g = ^2( a k - a k + l ) D k ( e )+ a n D n ( e ) 

10 =1 ifc = 0 


n - 2 

* — 2 fljfc + i + 0^； + 2)瓦*(0) + C a n - 1 — a w ) 灸 + a n D n ( G ) • 

k = 0 

因为当 ee(o, 2W 固定时 k n (e) 与 队 (0) 为有界，所以 

(a n -i — a n )iT n - 1 (0) ->0, a n ^n(0)->0 (n->oo). 


由是 
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❿ 


«p 
2 


+ > : a w cosn0 


y ^ Xa n -2 a 


n + 


+ «n + 2)^n(0)^O 


0 


n 


30. 若给定一个二重级数 2 a mjn , 其部分和 5 m , w =2 



j 


lo = 1 


的绝对值恒小于某一常数又设对一切正整数而言， 


b 


6? n + l ， w 〉0， 6饥 


b 


+1 


> 0 , 




m+ljn 


b 


m，n + 


1 + 1，n +1 >0, 


并且 b mm - >0( m ^ oo )^ b m ， n —0( n ’ oo ). 则二重级数 2 a m?n b 


收敛 • 


[证] 


( Hardy ) 

本命题实际上可看作是狄利克雷收敛性判别法的扩 


充.证明的主要步骤就在于设法把阿贝耳引理的证法推广到二重 
和的情形.设 


H = max 


I 


V 


22 


a 


171971 




v 




于是仿照阿贝耳引理的证明，可得 


( 1 ) 


N 







V 


< Hh ”” 


事实上，我们可以写出下列 等式: 



N 






v 


N 


2 


m?n 


VY% — 


l，w 


h 


myn 


-1+ 力饥 - l，w - 1) & 


m^n 




V 



N 


2 


(b 


nun \^m^n 


K 


+ l，w 


办 》， w + l + ^m +1 


971 + 1 




V 






其中沁，， =2 !>_，％， 


b 




(对 v < r 7< i \ r >, h t , 




v 




0, &?，, = 0( 对其余的匕7?).故最后以丑代 I 心 J 时就可看出不 


等式 (1) 的成立. 
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參 


显然 = —S|5V-1 —S^-l^ + S/i-l 5v -l. 故可见当# 或 V 等 

于1时，丑 <2(7, 而在一般情形下， H « 今 


M 


N 


卩 - 1 


分 一 1 N 


M 


M 


N 


2 2 = 2 2 + 2 2 + 2 2 , 


1 


1 


V 






v 


因此 


M 


N 




1 




1 


1 


< ^2C(bi^ v J rb^\ J r2b^ v ) 


<4 C(b 




+ ~，1) 


由于 & i ^->0( v ^ oo ) 9 


0(以— oo )， 可见二重级数 H in 为 


收敛. 


设 a >0，)8>0， p >0. 试证二重级数 

COS (m0 + 7^) 

^ (ma + nfi) p 


nif n 


为收敛 


[提示] 


不难算出 


S 


771971 


71 


S y^cos ⑽ + j 彡 ) 


/0 = 1 


<4 


cos 



e 


• cos 


以及 


h —h 

•的 Kf 


m^n 


m + ljn 


m+ 


padx 


(ax + fin ) p 


> 0 , 





myn 


石 m + l，n - — b m 

571 + 1 + ^m + l，n + l 




其中 b 


m^n 




p 



0( 当 m + n->oo 时）. 



3. 阿贝耳的级数求和法 


上节的命题14,通常称为阿贝耳的幂级数连续性定理.由于 
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m 



oo 


它表明函数在 z = i 的左侧是连续的，因而可以用 

n = 0 

来帮助我们寻找收敛级数2〜的和.下面我们列举一些具体的 
例子. 

32. 求证 （ i ) 1-+++ 一士 + … = ln 2. 


( ii ) 1 


i + i ~ y + 


7 t 


4 


[证] 



0<怎<1时 


oo 


2 




1) 


n 


X 


n 


1 


n 


ln(l + ar), 


( 1 ) W ^ 271+1 


0 


2w +1 


tg 一 1 ar 


故得 


oo 




l) w 


oo 


n 


_ h > 2 




(—i) w 

n 


x 


n 


lim ln(l + 怎 ) 


ln 2 


: r 呤 1 




1) 


n 


0 


2n +1 




(-iy 
+1 


x 


2n+ 1 


lim 


TC 


x 


4 


33. 试求级数 1-+++— 舍 + …的和 


[解] 



/O) 


X 


4 


x 4 + 


7 



7 


10 


怎 10 +… （ |怎|<1)， 


/(0) = 0.今先求 /0 O 的有限表达式.很明显地，我们有 


尸⑷ 


1 


x 3 ~hx 6 


+ 


• • • 


1+X 


3 - ( | ^： | <31 ) , 


从而 


f ⑷ 




「 dt 

J ol +《 


3 


3 


ln(l + ar) 


ln(l —ar + a: 2 ) 




V 3 


tg 


2x 


V 3 


+ tg 


a /3 



故最后应用命题 14 便立即得出 
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11 1 
4T7 1 0 T 


/(l—) 


3 


ln2 + 


2 


V 3 


tg 


V 3 


3 


ln2 + 


n 


3 V "3 


00 


34 k 求证 =]( 


IP 


n(n 一 1 > 


n 


jt 

4 


2 



35. 设 0〉一 1，6> — 1， a # b . 求证 


oo 


s 


1 


±i(n + a)(n^rb) 

TV X 


b — a 


x a — x h 
1 — x 


dx . 


[证] 


显然左端的级数是收敛的.把它写成 


oo 


2 


1 


oo 


± i(n + a)(n + b ) 

§h — i 


2 


b — a^ i \n-ha « + 6 /， 

71 = 1 


而作函数 


/ ⑷ 


b — a 


2 



X 


n + a 


X 


n + 6 


w+a n +6 


(\ x \< l ). 


从而 


oo 


fOO 




b — a ^ 


^n + a- 1 — ^w + 6- 1 ^ 


X 


a 


X 


b 


b — a y ^ 1 


1 


x 1 




X 


由于 /( o ) 二 0,故 


/ ⑷ 


X 


t a 


b 


•/ 


0 


b —— a 


dt 


(0«1). 


因此应用命题 14 即得所要证的等式 _ 


36. 试证 


1 , 1-3 1-3-5 , 

2 ^2-4 2-4-6^ V2 




[提示] 

37. 试证 


考虑 (1 一幻_ 1/2 的幂级数展幵式. 


2-3 


2 3 4 

+4—A+ …= 3 In 2 — 2 


3-4 1 4-5 5 


參 



• 17 • 



[提示] 


CO 

2(- D w+ 

71 = 1 


nx 71 ^ 1 

(n +1) (% + 2) 



—)In(l + a:)—2 

x 


(00<1). 

38. 设当 w 增大时正值连续的函数列〜 O ) 为单调下降 

(0< 怎 <1 ).又设 lim v n {x) = \ (w 二 0, 1 ， 2, ••• ） • 则当 2a w 为收 

X 呤1 一 

敛时有 


0 


〉 ：〜• 


[证]本命题是阿贝耳关于幂级数和的连续性定理的拓广， 
其证法亦相似.由于〜 o )—10—1— )，故不妨设％ (1) 二 

0,1,2,...). 因此存在正 数乂及 3 使对 1 — 3<尤<1 有 ％(工） 〈人 

今设任意给定正数 I 则可取正整数使对满足的一 
切正整数 m ， w ，皆有 


<£• 

k = n 


由是，当时，对一切正整数 p 皆有 


n + P 

y]a k v h {x) 

^v 0 ( 工） max 

m 

i. - 1 

ifc = n 

m>n 

k - n 


<CAe 


(1 — 1 ) • 


这说明在 [1 —1] 上为一致收敛.因之，在 

的左侧是连续的. 

39. 设级数为收敛，又设 /( 均二2（>|<1).则 


y^na n ^ lim — — ( Stolz ) 

[提示]注意 ^ a n =^( na n ) — , — j 0,从而利用命题 25 可 

n n 


以从 2 na n 的收敛性导出2〜的收敛性.又因 

^ 18 • 


VnM 


l - x n 

n ( l — x ) 


当0<$<1时关于 w 单调下降并且 lim v n ( x ) = l ( n = l , 2, …）， 

: r-M - 

oo 

故再应用命题 38 于便可得到我们所要证明的结果. 

1 

40. 试证 


OO 


lim 2( 


X^l 


1) 


n 一 


X 


n 


1 


n ( l + x n ) 



oo 




l) w 


x n ( l — x ) 

l - x 2rr 


[提示] 


可以应用命题 36. 例如我们置〜 


(- 1 )" 


n 


V n 


2X \, 而求得第一个极限的两倍是 


1 +ar 


In 2 


n 


4L 试证当 O <0<2 jt 时 


oo 


oo 


lim 


r 


2 



〉 V n cos ^^ j =0 ，lim ^ ] r n sinn 6 



n 


r 呤 1 


n 


2' ctg y 


(Poisson) 


oo 


[提示] 


于级数 


1 


t 


^ t n 中置 t = re i9 , 然后考察其实部 


w = 0 


与虚部，即得当 O <0<2 tt ，0< r < l 时有 



OO 


2 


+ ^^r n cosnd 


r 


2 


n 


2 l — 2 rcos 6 + r 2 


oo 

> ] r n sinn 6 = 

71 = 1 


_ T*sin0 

1 — 2 rcos 0 + r 2 


[注意]在本命题中，级数 j +2 cosw 0 与 2 sinw 0 是发散 

的.但据“阿贝耳求和法”，居然亦能求得其“和”.因此很自然地， 
我们就把这种“和”数叫做该发散级数的广义和.显然，发散级数 
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的广义和与所用的求和法有关.原则上说，任何一种求和法,若对 
所有收敛级数而言，据此法都能求得真正的和，则对某个发散级数 
依同法求得的“和”数就可以叫做广义和.于是为了表示区别，说 
发散级数的广义和时要同时说出所用的求和法.例如,命题41的 

结果可以说 成：当 O <0<2; r 时，级数 y + 2 cos ^ 按照阿贝耳- 

泊松求和法求得的广义和是0，级数 ^ sinn 9 按照阿贝耳-泊松求 
和法求得的广义和是求和法同时冠以泊松 ( D . Poisson , 

1781— 1840) 的姓氏是因为在使用该求和法时，泊松首先跨出由收 
敛级数到发散级数的一步. 

§4. 分部积分法与积分中值定理 

当下标 n 改成连续变量时，与和差变换相应的是分部积分公 
式，与阿贝耳引理相应的是鲍纳 (o. Bonnet , 1819— 1892) 的积分 

中值定理.在本节中，将叙述与此有关的若干命题、例题及习题. 

为使某些命题能具有较一般的形式起见，我们将假定读者已经掌 
握关于黎 曼-斯 提捷 （ B . Riemann, 1826—1866; T . J . Stieltjes , 

1856— 1894) 积分的初步知识.对于不熟悉这些知识的读者，可借 

助于 dg ( J ：) = g \ x ) dx 的理解，将命题自行改叙成自己熟悉的形 

式，并适当补足条件.或者，略去有关部分不谈. 

42. (分部积分法）设黎曼-斯提捷积分灯 O ) 存在，则 

J a 

(: r ) 也存在，并且有分部积分公式 

\ b f ( x ) da ( x ) = [ f ( x ) a ( x ) Y a - \ b a ( x ) df ( x ). 

J a J a 

[证]以 a 表 O , 6] 的任一分划： 

并记 |; r |= max 0 rm ). 应用和差变换（命题 1) 于 积分和 
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orO, !) 二 ; E /(“)[♦)—«(〜)]， 其中计值点组 

10=1 

€ 2 ，…， Sn ) 适合 (&=1，2，…， W )， 我们得到 

CT(^,|)-- ^a(x k ) [/(|, + 1 )-/(1,)]+«(^)/(|,) 

10 =1 

— a (怎0)/(!1) 

= —«(«)[/( 匕）一 /( a )]—1^( 心）[/(^ + 1 ) 

fc=l 

-/(l,)]-a(6)[/(6)-/(|J]+/(6)a(6) 

— / ⑷ a ( a ) 

= — 2(/7, H ) +/(6) a (6)-/( a ) a ( a ), 

其中 77 为分划 a = 二 6，而计值点组 S 

= («，〜•••，〜_,，&)， 于是2(/7, S ) 为积分 f aOKfOO 的积分 

J a 

和，并且|/7 卜 max ( i v - L - i )< 2 \ jt \. 所以令 k |->0 时便得 

1 ^ + 1 

f{x)d(x(x^) = lim cr(jt, i) = lim — 2(/7, S) 

J a |«|-40 l /7 l 今 0 

+ f (b)a(b) —f(a)a(a) 



a ( x ) df ( x ) ^ f ( b ) a ( b ) — f ( a ) a ( a ). 


[注意]熟知，若 /(4 连续而 aOO 为一有界变差的函数，则 
积分 | a /0) daO ) 存在.而由本命题可知，当 a (« r ) 为连续而 f ( x ) 

为有界变差时,积分 I * 6 f ( x ) doc ( x ) 亦存在. 

J a 

43. (第一中值定理）设 cxO ) 为一单调函数而/00为实值连 
续函数，则有中值公式 



f ( oc ) da ( x ) = f ( i ) [ a ⑻ — a ( a )] 




[提示]此命題的证法与通常黎曼积分的中值公式证法 
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相似. 

44. 设 / o) 连续而 史0) 为 !>， 6] 上的勒贝格 (H. Lebesgue， 
I 875 - -190) 可积函数（简写作 (peL) 并设 ( p ( x )^ O . 则必有I， 

使 

[ f { x ) cp { x)dx 二 /(|)f cp { x ) dx . 


[证]在命题43中取 aO )= ^ 即得. 

J a 

45. 设在 [«，&] 上 /(x) 为连续而 aO) 为有界变差，则 


f(x)da(x) 


b 




a 


这里 ilf(/)= max 1/0)1， 而 V («) 为 《 在 [>，&] 上的全变差 

a ^ x<b a 

46. (第二中值定理）设在 [a，6] 上《(功为一实值连续函数而 
/O .) 为一单调函数.则必有使 

-» Jy ^ 

f (^) da ( x ) = f ( a ) da ( x )^ f ( b ) da ( x ). 

J a J a •乞 

[提示]应用分部积分公式(命题 42) 后再应用第 一 中值定 
理(命题 43) 即得. 

47. 设 (KOd , 又设/00为单调.则必存在使 

•6 「！ rb 

f ( x ) cp ( x)dx = f ( a ) < f >( x)dx + f ( b ) ( f >( x ) dx . ( Bonnet ) 

a •/ a #/ ^ 

[证]本命题可由命题 46 推出，亦可直接利用阿贝耳引理 
(命题 4) 来证明. 

48. 设在[«，閃上为实值连续函数而/00>0且 
/00个*，则必冇乞《彡^6，使 

f (^) da ( x ) = f ( b ) f da ( x ). 


* fix ) 个表示 / O ) 为单调增加函数， /( 幻 j 表示 /( 幻为单调减小函数. 
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又若且 f(x) j , 则必有 | ， 说 <& ，使 


f(oc)da(x) = f(a)^ da(x). 


(Bonnet) 


[ 证 ] 假定 /oo 丨.则应用阿贝耳引理于积分和 


n 


a 


— a (〜- 1)]， 


lo 


易见 


/⑷ inf \ X da(t)^ 

a^x<b J a 


mf 


f(x)da(x)^f(a) sup 

a^x^b 


f da(t). 

J a 


由于 p 办 o) 

J a 


a ( 工） 一 a ( a ) 为 


连续函数，故必有 x = i 之值使 




至于 /OO t 的情形，其证法完全相似 . 

49. 试由命题 48 导出命题 46. 

[ 解]假定命题 46 中的 /O) 为单调下降而不必为正.则可 
令内 >) 二 /C0—/(«). 于是以 FOO 代替命题 48 中 /0 ) 的地位 

即得 . 

50. 设在 [« ， 6] 上 a(z) 为一有界变差函数而 /00 为一非负的 
连续函数 . 若 /00 丨，则 

\ b f(^)da(x)^Af(b), 

J a 

此处 


inf 

a< ： x^：b 



da(t)^A^ sup 

a^x<：bJ x 



若 /( 工 ） I ，则 



f(x)da(x) = Bf(a) 



此处 


•23 





inf da ( t )^ B ^ sup da ( t ). 

a<a :<6 J a a^x^bJ a 


( Boas ) 


[提示]回顾命题 48 的证明过程，即可见本命题为真. 


51. 设 a >0,4>0,0< a <6. 试证 


COS 


sin 


nt 


A 


a 


dt 


< 


2 



(陈建功) 


[证]作变数替换 


w= t 


A 


nt 




则由此所确定的£=«0)及其微商均系单调函数.事实上， 


dt 


Aa 


dw 

dU 

dw 2 


nt 


+ 


> 0 , 


/ 


( 1+ 


Aa 


a ( a + l )^4 dt 


nt 


a + 1 


nt 


+ 


dw 


>0 


因此经变数替换后应用第二中值公式便得到 



dt 


a 


COS 

.nw — 

sin dw 


dw 



1 + 


aA 



nb 


cos 


sin 


nwdw 


< 


2 



此处 






为相应于 



6 的 



值，切 


52. 设 / OO 为以 2 a 为周期的可积周期函数，那末采用命题 


29的证明中的记法时， / O ) 的傅里叶级数的部分和可表成 

f f(^+o)D n (e)de. 

-n 

现设 / OO 在[一 a d 上为连续的有界变差函数，试证 


致 


收敛于 / O ). 


( Dirichlet - Jordan ) 


[证] 


显然 



D n (6) d 0 = l t 所以 


^ n ( X ) — f ( X ) 



Lf(x+e)+f(x-e)-2f(x)^D n (e)de 


n 


< Px (0) 


sinnO 



e 


d6 + 



( Px ( 0 ) 


0+ o 

2 tg y 



sinnOdO 


• 24 ， 



(p x (0) cosn6d6 9 


式中 cp x ( e ) = f ( x +6) + f ( x — e ) — 2f ( x ). 根据黎 曼-勒 贝格引 
理，当 W — CO 时，上式末端的后面两个积分都一致收敛于零.至于 
前一个积分，则宜将积分区间拆成 三段： 


<Px(0)-~-d6= + + ^—<r)<n. 

v 0 口 • 0 J JUL J ij 

71 

下面分别估计上式三个积分.先看中间的一个.由第二中值定理 
及分部积分法， 




sinnOdd 





cosnO //)x 

- 9 x {0) 

TC 




cosnQdcp x (6) 


max 19^ x (^) I (%(•))• 


对于正数 6 我们可以取与 $ 无关的％使上式的最右端小于 L 现 


在固定此 I 令爲> 



V 


对第一个积分，由第一中值定理以及不等 


式 | sinnO | 得 



< max \( p x (6)\ 


0 


0<9< 


sinn0 


mf 



d 6^ max \< p x (6) \ - jt . 


0< fl < 


所以存在与 T 无关的#，使时 




< e . 显然，此 I 还可取 


得使当 n > N 时对第三个积分亦有 


所以总结起来， 



死>1时有 


< Px ( 0 ) 


binnO 



de 


<3 e . 


I 


• 25 t 


证明完毕. 

[注意]由于是函数/在^近旁的局部性质， 
所以当/00为有界变差时，>^(幻必收敛，且 


lim/S r n (^ ) 


W->oo 


2 


[/O+0)+/o—o)]. 


这个结果，通常叫做关于傅里叶 ( ch . Fourier ， 1768-1830)^ 
收敛性的狄里克雷-约当 （ C. Jordan , 1838— 1922) 判別法. 


53 - 设 / OO 是[«，&]上的可积函数 ， FOO 


X 


f(t)dt 满足 


a 


\F(x)\^M(x-a)(a^x^b). 又设 是 [ a ，&] 上非负并且非 
增的可积函数.则 


b 


f(x)g(x)dx g(x)dx. 




a + 


b 


(HaTaHCOH) 


a 


[证] 


设则由分部积分法， 


J a 


P 


9(^\ Kx)dx 


a 


P 


f{x)lg{x)-g{py]dx 


a 




F («)[^(a) 一 gipy] 一 


p 


F(x)dg(x) 


a 


把关于 POO I 的条件用到上式的末端，可知其绝对值不超过 

M{cx> — a) [ 夕 (os) — g{py\ —| M(x 一 a)dg ( 工 ) 


M(a-a)[g(a)-g(^ 


[_M{x — a)g{x)Y a +M \ P g{x)dx 

J a 



dx H~ 2,M (os — o)^(cx) — 31 (cc-}■ P — 2a) g ( 卩 ) • 


当 0：，0-^ + 时，这是个无穷小量，所以 
-6, a->a + , 由上式得 


b Kx)g{x)dx 收敛.置 )8 

a + 


f(x)g(x)dx 

J a + 


^m\ 6 g(x)dx-M(b-a)g(b) 

CL 



5^(6)j g{x)dx. 


， 26 • 



54. 设 / O ) 和 f / O ) 是 [ a ，6] 上的两个可积函数， /0 O 不增， 


夕 O ) 满足0<夕(幻<1.贝 ij 


b 


6 -A 


/⑴忍< 


b 




a 


a +A 




a 


这里 A 


b 


g(t)dt 


(Steffensen) 


a 


[证] 


先证右段.我们有 



a + A 


f(t)dt 





a +A 


\ b f(t)g(t)dt 

J a 

Li—g(t)2f(t)dt — [ 

J a + 






a + A 


[1—17 ⑴]忍 


a 



A 





A 


[/(a + 2) — /( t )]^( t)dt ^0. 


左段可以同样证明.但也可由已证的右段导出.事实上，置 G ( t ) 


1 


，则只要对办应用右段 即可. 

J a 


55. 设 WO ) 和心 O ) 满足 


x 




a 


x 


92( t)dt 


( a < a ;<6), 


a 


b 


9i(t)dt 


a 


b 


92( t ) dt . 


mf 


a 


又设 / O ) 为非增.则 


Cb 


f(^)9i( x )dx ^： 


a 


b 


f ( x ) g 2 ( x ) dx . 


(Steffensen) 


a 


[证] 


置 G ⑴ 


x 


[穿 2(0 — 贝 IJ G ( x )^0 


a 


( a ^ x ^ b ) 


G(a) 


G(b) 


0 


所以 


6 


f(t)g 2 (t)dt 


b 




b 




a 


a 


a 


zssz 


[/( t)G(t)7a-[ b G(t)df( t) = 一 [ b G(t)df(t)>0. 

J a J a 


♦ 27 • 



56. 试由命题 55 推出命题 54 


[提示] 


置幻⑴ 


ICb — A ^ x ^ b )^ 

0 — A ); 


夕2 ( 玄 ） = 夕（玄）; 


9,( t ) 


l(a^x^：a + A) y 

Oia^r A<.x^b). 

以 0< g ( tXA 代替命题 54 中的 0< KO <1， 则有 


A 




f(t)dt^J(t)g(t)dt^A £ + V(0^, 


这里 X 是正的常数 ， A 


A 


•6 

g(t)dt. 

J a 


( Hayashi ) 


[提示]我们有 


A 



+ A 


f(t)dt 


\ b f(t)g(t)dt 

J a 



+ A 


[f(t)—f(a + A)][A — ff(t)]dt + 


+ A 


[/(a + A ) — 




等等 


58. 不等式 


b 


6~ A 




J a 


+ A 




( 1 ) 


(式中 2 


\ 


〆 （） 设）对每个不增的函数 /( t ) 都成立的充分且必要 


mf 


条件是函数对所有 xela , 6] 满足 


0^ j * ff (^ t ^) dt ^6—$ 且 j * t ^) dt^.x — Om 

J x J a 


( 2 ) 


( Vasic - Pecaric ) 


[证] 


先证条件的必要性. 置 f ( t ) 


1(<<怎)， 

0(<> ar ). 


则不等式 


(1) 给出 


• 28 ♦ 


J a 


(3) 



^ g { t ) dt^O 

J X 


( a ^ A ^ x ^ b ) 


(4) 


设 + 则由 （4)， 


Cx 


(怎一 ci) — I Q^t^dt — (^x — a 一 A) "H j* q(^ t^dt ^0. 

J a J x 


设 + 则由 （3)， 


[ g(t)dt =A— ( g(t)dt^A 

J x J a 


Or — fl ) 


d + A — 


所以 (3) 和 (4) 对所有 z 6[ a ，6] 都成立.同样可证 


( g(t)dt^0, [ g(t)dt^b—x 

J a J x 


对所有 ^ e [ a , 6] 成立.所以当不等式 (1) 对所有不增的/(0成立 
时条件 (2) 成立. 

再证条件的充分性.我们有 


a + A 


Kt)dt 


b 




a 


a 





o + A 


[/(t)—/(a + A)][l—g(iO ] 忍 


b 



[/(a + A)—/(£)] 《（（ ）淑 +/2 • 


+ A 


利用分部积分公式 

f (p{x)f{x)dx 

J a 

易知当 （2) 成立时 


f(b) 


b 




a 


\\{\y {t)dt ⑷， 




fl + A 


f (i — ffC ^))^ 


•a + A 




a 


x 


g{t、dt ]^[—/(^)]^ 0 , 


a 


h 


b 





A 


b 


g(t)dt \df(x)^0. 

0C ♦ J 


所以 (1) 右边的不等式成立.左边的不等式也可以同样地证明. 


• 29 





59. 设无穷积分 f ° V (>) 心为收敛.又设扒功为一单调的有 


界函数.则积分 cp ( x ) i )( x ) dx 亦必 收敛. 


(Abel) 


[提示]显然本命题相当于命题24 ( 关于无穷级数的阿贝耳 
判别法）.不难利用命题47来证明. 


60. 设函数 aO ) 


( f ( t ) dt 为有界 （ a < x < co )• 又设当 

J a 





时於 o ) 丨 0. 则积分 j 必收敛. 

本命题显然与命题25相当. 


(Dirichlet) 


[提示] 


61. 设 ㈣ od ). 试证下列二积分必收敛 




f 00 

(p(i)sinxdx ， qp(x)cosxdx. 

J a 


62. 设 a 是正的常数.试证不等式 


COS 


(a: 2 )dx 





[证] 


利用命题 48 易知 


cos (a ; 2 )dx 


co 


2 


2 V 


su 7 

7=au 




1 


2a 


sup 

a 2 <u< 


COS 


t dt 


< 



63. 设 / O )>0，/ ⑷ ；（0« oo ). 又设 gO ) 满足 0< gO ) 


^^4(0^ ar < Coo ) # 若记义 = 


A 


9( t ) dt.m 


A 


f(x)g(xXA f(x)dx. 


(Apery) 


0 


[提示] 


由阿贝耳判别法可知积分 f / o ) 〆 幻办为收敛.此 
外我们可以写出与命题57的提示中的等式相仿的等式. 

64. 试建立与命题22、23相当的关于积分 ( p (^) ^ O ) 心:的 


收敛判別法 

® 30 • 



b oo 

[提示]若 limV (^)= 为有限，则说？ Kz ) 在区间 

b ^°° a a 


[ a ， oo ) 上为有界变差.于是有 

阿贝耳判别法. 设《00在(《， oo ) 上为有界变差，且积分 
( 史 O ) 必为收敛.则积分 f 史 0)^0) 心亦收敛. 

J a J a 


狄利克雷判别法. 设 f 史0) 忍 （ a < z < oo ) 为有界.若 0 O ) 

J a 

在(《， oo ) 上为有界变差且分 O )->0 O -> oo )， 则积分 f ( p ( x ) i >( x)dx 

J a 

为收敛. 

事实上，对任意 #> a > a ， 我们有 


[ ( p ( x ) ip ( x)dx 

J a 


^ max 



qp ( t)dt 



当 a->oo 时，上式右端或者 = o ( 1)4(1), 或者= 0(1 )*0(1). 

65. 设 cp ( t \7 Kt 、， 都是在上的有界变差函数 
而且彼此没有相同的不连续点.则有 

f ( p ( t )^ p ( t ) da ( t ) 

J a 

<(VO) +I 炉 （ 6—) I )• sup ["^(0^(^), 

\ a+ / a<x^b J a 



(< p ) + I 史 0 + )1 ) sup 

/ a < ar < 6 



i )( t ) da ( t ) 



[证]命题中两 个不等 式的证法基本上是一样的.现在来证 
明其 中的第 一个. 为 [ a , 6] 的分划序列 ，即 

a 二 ; rfov^c •••<>= = &， 

\jt m \= max — I (w= 1 ， 2, …）. 

J ^ i < 於 1>1 


• 31 • 



并且规定，的全部分点亦都是 am+1 的分点，且 I^Tml 
00). 应用一般形式的阿贝耳引理(命题5)，可得 


n m 

XI ^ ㈤ w> ) 妒(无 (,)) [>(>(,))—«o(r」i)] 

i = 1 

S n 饥一 1 

2 IwGWl)— 妒 ㈤⑽ ）I + I 史 ( 无 (n m m ))l 

i = 1 
h — 

<j/(jr m ) 乂（史） +| 史 (6 —)|， 

L a + J 



b 


此处 < m )=f oa +#〉)(^=1，2,…，I)， v o) 表史 o) 在 

a 


(«，&) 上的总变差，又 


M { n m ) 


max 

1 ^ p<n 


P 


(% w) ) 


t 


由黎曼-斯提捷积分的存在性，可知当 /w~>co 时 (1) 的左端趋于 


[ q)(x)ip(x)da(x) 

J a 


. 因此问题即在于证明 


limM ( jz m ) =L^ sup 

m 呤 oo 6 



7p(u)da(u) 



( 2 ) 


显然我们可以从中选取一个子叙列 «}， 使得 
L ( Z — oo ). 今假定 

；§>(#))[« (以))-_?-、)] 0 = 1，2, …). 

i = 1 

(3) 

则显然为一有界点列，故有上极限于是有 
两种情形应别加以 考虑： 

(i ) 假定有无限多个/的值，例如使 x ^ = A(k = l 9 

2,…）.此时即可从 «} 中选择子序列 W fc ) 而由黎曼-斯提捷积 
分的存在性可知 


^ 32 ♦ 



lim M(jt[ fc ) 

fc 呤 oo 


L 二 


^( u ) da ( u ) 

a 


(4) 


( ii ) 假定并没有无限多个 Z 的值使 = 人此时可从 {<} 
中选取如此的子序列使 f ^-> 00 ). 从而可知 


fc 呤 oo 



ip ( u ) da ( u ) 

J a 


(5) 


最后由 （3)， （ 4) ，（ 5) 三式可知 (2) 为真.故命题得证. 

66•设 cp ( t ), 0 G )，< x ( O 都是在 a « b 上的有界变差函数 
而且无相同的不连续点.又设 c 是 a ， 6之间的任意一个值.则有 
下列不等式成立，其中积分号下被省写的被积表达式是 


b 




a 


c 


< V [ 炉 ] su p 


a 


a 



m x 


a 





sup 

C<X< : b 







(妒）十沪 （a + ) 



sup 

a< ： x^c 




6 - 

V (cp) sup 

c c < x < b 



[提示]显然，本命题可以看作是命题 65 的一个精确化.要 
证明它，我们只须在命题 65 证明中的分划序列的分点内插 
进一个固定的分点 z = c (此点属 于/切 Jt m ). 再取 x ^ = xT\i = 

2 , 3 , •••，〜-人 + c ). 于 

是不等式 ( l ) 的右端可依 c 为分界点裂成两段而分别考虑其极限， 
仿命题65的证法即可得证. 

67. 设函数 a ( x) y pOO 关0定义在[0, oo ) 上而适合下列 条件: 

( i ) 在每一有限区间[0，〖]上 aOO , pOO 都是有界变差函数; 

( ii ) aO ) 及炉 O ) 没有相同的不连续点； 


4 33 场 



⑽ 当卜 )00 时， V (炉) 

0 

则无穷积分姒 G ) 收敛的必要条件是 

lima( t) / (0) = 0. 

t - >oo / Q 


[证]可应用命题65来证.设命题中的无穷积分为收敛.则 
对^>0,存在 iV >0, 使当 T f > T > N 时皆有 


da(t) 

妒⑴ 



由是应用命题65的第二个不等式可以见到 


|a(r) — a(T) 



da(t) 



( fit ) 


da(t) 

99 ⑴ 


< 



( g ?) + \ q)(T + ) I 




2 # 


由于 V (Woo Woo ), 故可取 r ' 充分大使得 

T 


Tf . 

iacni < V ^) e , 亦即 i a ( r ) / V ⑻丨 ◊ 

0 / 0 



是故命题为真. 

68. 试证在命题67的条件下有可能 a ( G ~> ooG — co ) 而同 

时 〆 〖）为有界函数. 

[证]令 


(0(0<^<1), 

cp(t) — ( — T) k (Jc^t<ik + 1 , k = O y 1 , 2 , …） • 


则不难看出命题 67 的全部条件皆满足.并且，积分 


* 34 t 



是收敛的.事实上，对于小的正数 <5而言，由分部积分法可得 


^ k + S 


k 


da ( t ) 

< p ( t ) 




( — 1)* {In (^h + 6) "h In (Jh — — 21n^ 


( 灸 = 1 ， 2, 3，…） • 


因此 J 


fe + O 


( p ( ty x da { t ) = 0 . 从而 


k 


① dajt 、 — 

0 炉⑴ 


CO 


da ( t ) 

JU) 



1 + ifc — 



oo 


k 


k 


妒⑴ 


2( 


1) 


k 


10 


1 +fe — 


dt 


k + 


In 



+ ln 


3 


2 


ln ~^" + 


此为收敛.尽管如此，但却有 aU )-> oo (〖~> oo ). 

69. 设 o ; 为一固定值， cx ( t ) 为一单调的连续函数.试证当下 


列积分 


/ o ) 


怎 + 1 


ln(x I^lda( t ) 

X — t 


收敛时必有 a ( t ) = o ( t /\ nt )( t ^ oo ) 

70. 设仇 G 及扒 G 在每一有限区间 [0, T ] 上都是有界变差 
函数，且当 〖—0 O 时 0(0 ->5， < Kt 、—± co . 又设 0(0 在 [0, oo ) 

T 

上连续并且对一切7>0而言有条件 Y (( f >)/\< f >( T)\<K (瓦为 

0 

常数)成立.则有 

ylj 11 (j) (T) Q ^ ^ )^0( — — 

[证]不妨假定扒0关 0(0<《< oo ). 因若不然，则由于 
0 O ) - > + 或 (/>( t )->- co , 显然可于 4(() 加上一个绝对值大的 
常数迫使恒不为零< 现设 

a ( t )— f < j >{ u ) dp { u ) ( a (0) = 0). 

Jo 

显然 CX (0 是一个有界变差的连续函数.此外，我们有 


• 35 • 



P(t) = ^<f>(u)~ l da(u) +) 9 ( 0 ). 


(1) 


事实上，由分部积分法并调换积分次序，得到 


o Jo 

=0(^) _1 a(^)— f d (/)( u )~ 1 [ < f >( x ) d ^( x ) 

Jo Jo 

二沴⑴ _1 a ⑴一 ( j >{ x ) dp { x ) [ ( Z 0( w )- 1 

J 0 J x 


= 冷(玄） —#( o ). 

由假设 0(0—#( co )= B . 故由 （1) 又得 


00 


0 


♦ ( u ) 一 1 doc ( u ) 


^(°°) _^(0). 


( 2 ) 


再对 ( l ) 的右端实行分部积分，且以 Hty l 乘两端，得 

a ⑴_ 

.pr + \ 4(0) orr\\ 1 (* ja 


W ) =fi(t) —WJ 剛 — ⑻# ⑻. 


(3) 


根据命题67由 （2) 可知 (0)^0. 从而由本命题的假 


设 


0(4(^)1)得到<^)/《（0—0.因此于式 (3) 的两端 


0 


令 f -> oo 就得出所要证明的结果. 


71. 设 a 


a(w->oo), 26 w 


°°(& n 不必全正) 


又设对一切 


n 而言有 （ I & dI + l&il + 


參 •魯 


+ I 石 wl)/l 石0 +厶1 + 


• • • 


+ 6 J < X ( 常 数). 


则 


l* a obp + a 1 b l + •“ + g n & n 

n ^> &o + 石 1 + … + 厶 w 


a 


( Jensen ) 


[提示] 


只要在命题 70 中将定义成适当的阶梯函数即 


可 
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72. 试作一例表明命题 71 中的条件 <K 

0 / 1 0 

不可缺少，并且由是推断命题70中的条件 iQWCGICif 亦 

0 

系必要. 

73. 设函数 ocOO , 妾 0 适合命题 67 的条件 (i) 及 (ii )， 则 

下列( I )，（ II) ，（ III) 三组中的每一组都是积分收敛 
的充分条件： 


oo 


( I ) 



(⑺）存在，且 V (小一 1 )<00. 


0 


(ID a ⑷ 


0 ( 1 ), 丨 00 )|-> 00 , V ( 0 _1 )—0 


( x -^ co ). 


X 


( III ) I ( f >( x )\ — oo , 对充分大的仏必 O ) 可微，且有夕〉1使 


a (尤 ）= 0( | 0( 工 ） 丨）， cx ( x ) 



| (j)\x) | x(\nx) 


( x -^ oo ). 


[证] 

m 


由命题 65 可看出 


da(t) 

JU ) 


< V (夂!）+丨 wi 


T 


sup \a(x) 

T^x^Tf 




«(r>l 


以此与命题 64 的提示中的不等式相对照，可见条件 (I) 或 (II) 之 

为充分即与其中的阿贝耳判别法或狄里克雷判别法相当. 

又根据命题 67 可知 (III) 中的条件 a(x) = o( |0|) 实为 必要; 


再由 （ III ) 中的另 


条件之成立我们还看出 




c ^( N ) 


+ 



V ⑴ 

JUT 


a(t)dt 9 


此处右端的积分当然是收敛的.因此 an ) 的充分性便 

74. 试观察命题 9 可由命题 67 推演出来. 


1 --一 毳 


目了然 
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75. 设在每一有限区间 [0， 《]上 40) 为有界变差函数 , A (20 
为有界变差的连续函数.又设对一切 而言， ( f >( u )^0 . 则有 

下列互倒关系成立1 

cc(t)= (f)(u)d(u) ^ (t) — ft(0) ~ ^(w) ~ l d(x(u). 

• 0 • 0 

[提示]从左到右的推导关系已经出现在命题 70 的证明中. 

至于从右到左的推导，其证明方式完全相似.在证明过程中需要 

指明一点，即 亦为有界变差函数. 


关于第一章的注释 

注 1. 在命题1和2中，和差变换公式及分部求和法实是一 
回事.它们的意思是说两个因子乘积的有限和2化心，可以通过 
先对一个因子 a , 的求和部分地求出，而另一部分也表现为两个因 
子乘积的有限和 ^ s k ( b k - b k+l ), 其一个因子即是先被求和因子化 
的不定和(不定和分)另一个因子是未被求和因子心的差(负 
差分）一 = ~ —心 + 1 .因而这个方法或公式的主要作用便 在于: 
使得我们能够利用序列和的性质来估量或判断关于序 

列{化}和的量 九 的存在范围与性质.例如阿贝 

1 

耳引理(命题4, 5)，克罗内克 ( L . Kronecker , 1823— 1891) 的命题 

(命题6， 7) 乃至阿贝耳及狄利克雷关于级数收敛的判别法则(命 
题22— 25) 等等，都无不是根据这样的事实得来的. 

注 2. 阿贝耳引理(命题 4) 具有这样的 意义: 它只利用单调下 
降序列 0) 的起始一数与 ( a ) 之部分和序列的上下界，便能制 

约着/00= 的变动范围.在这里， （ a ) 当然不必是正数的 

1 


* ) 下式中，记号“0”表示逻辑等价，本书还采用记号“ =» ”表示蕴含. 
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序列，而且制约范围也并不与各个 a 本身有关,而是与 a 的集体^ 
存在的范围有关.利用这一个基本事实，我们就能够顺利地建立 
阿贝耳的连续性定理(命题 14) 以及若干有较大适用范围的收敛 
性判别法则(命题 24, 25). 

注 3. 阿贝耳的级数乘法定理和墨吞斯 ( F . Mertens , 1840— 
1927) 的定理(命题15, 21) 在最后的结论形式上固然是一样的，但 
在它们的假设条件中却是互有出入的.仔细说来，墨呑斯定理适 
用的范围要比阿贝耳乘法定理的范围来得小.例如就第16题的 
结论来说，它是阿贝耳乘法定理的一个结果，但其条件却不满足墨 
吞斯定理的假设要求.而反过来，墨吞斯定理本身就说明，它或显 
或隐地包括了阿贝耳乘法定理的全部条件. 

注 4. 在应用阿贝耳定理（命题 14) 求和时，首要的一步，就是 

要根据所给的数值级数，适当地配上一个幂级数，而这个幂级数不 
仅要以数值级数的各项为系数，而且还要能便于求出它的函数表 
达式.举例来说，第33题的解法就是一个典型的例子. 

注 5. 命题38是关于阿贝耳幂级数连续性定理的一个扩充. 
根据这个扩充，便可以推出斯托尔茨 ( O . Stolz ， 1842— 1905) 关于 

导级数的连续性定理（命题 39). 这个连续性定理当然也同样可 
以帮助我们寻求若干数值级数的和. 

注 6. 本章§4中的不少命题，实际上与§1，§2中的若干命 
题是互相对应着的.举例来说，命题 42 与命题1对应着;命题64, 
65 与命题 5, 22, 23 对 应着； 命题 58, 59 分别与命题 24，25 对应 

着;命题 70 与命题 9 对应着.事实上， §4 所论述的题材是属于连 
续的形式，即积分的形式;而§ 1，§ 2所讨论的则是离散的形式，即 
和式或级数的形式. 

注 7. 命题 66, 67 ， 69 以及 73 在讨论斯提捷变换(重叠的拉 
普拉斯 (P.S. Laplace, 1749— 1827) 变换）的收敛性条件时有其用 
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处，但此地不能详述.又命题69实际上是对应于陶伯立茨 （ O . 
Toeplitz ) 序列变换定理的一个积分形式.其中所出现的一个必 
要条件（见命题 72) 

T 

\ U)!\cp{T)\<K, 

0 


通常称之为一 致有界条件， 它在命题假设中是最主要的一部分. 
至于命题71，当然是一个特例. 

注 8. 本章的基本方法在调和分析中用处极大.命题 26—29, 
51，52只不过是少数几个例子.在命题51中，如果将 X 改为负值 
^<0,则积分绝对值的估计就变得相当复杂.事 实上， 此时 
+ I ⑷ /( W a ) 就不是一个单调函数，而在 



处取最小值.因此经过变数替换后，需要就“为分点，将积分裂 
为两段处理.经过较复杂的分析后，陈建功教授 （1893—1971) 曾 
得到如下的结果:设000, 4>0, n >0, 0<«<6,则 



cos 

sin 




a) .ni ， 


此处 p = it ^ c ^ C +( A a ) 是只与 ^ a 有关的常数.这个结果曾在 

陈建功教授所著 “ Denjoy-Fourier 级数的系数”一文中起着重要 
的作用（见 1954 年的《数学学报》， 263-277 页）. 

注 9. 那汤松 ( H . EL HaTOHCOH ，1 9 06— I 964 ) 的不等式（即命 

题 53) 是命题 45 的类似物，它以加强关于《(幻的条件为代价减弱 
了关于 / O ) 的条件. 
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第二章幂级数在计算中的应用 


本章的主要目的，在于通过命题及例题的方式，较集中地掲示 
幂级数乘法在某些解析计算中所起的工具作用.我们将可以见到， 
借助于幂级数的乘法，能很顺利地寻求若干应用问题中所需要的 
数字解答以及一些简单有用的公式. 

在本章中，幂级数时常以生成函数的地位而出现.设是一 
串待决定的数值0 = 0, 1，2,…）.如果我们能作出一个函数 FO )， 
使它的幂级数展开式恰好是 

F{x) = A [) J rA l x + A 2 x+ ……， 

我们就说厂0)是数列為 ), 為，乂2,…，人，…的生成函数.也许 ， W 

阶常系数齐次差分方程 

jfv + ai/ v -i + a 2 / v -2 + …十〜^尺^ + a w / v _ w = 0 
0=1，2, 3,…） 

的求解方法是大家都比较熟悉的运用生成函数的例子.我们知道, 
如果这个差分方程还满足简单的初始 条件： 

/o~ 1? f- 1 = f- 2 — w=/-« + l = 0 ， 

那末 根据九 所满足的这个差分方程不难看出其生成函数 F ( x ) = 

oo 

i +2/^ v 应满足下列线性 关系： 

y = 1 

7^( ) = 1 — ciixFi^x ) — a 2尤 2 厂 ( r ) 一 …一 a n x n F (^ x s ) % 

从而求得 

F(^x ) = -- ^ - • 

l + a 1 ;r + a 2 a^+ ••• -\-a n x n 

如果把这样的函数 poo 在坐标原点的邻域内展开成幂级数，就能 
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求得所要求的解九. 

当然，我们没有要求读者非得熟悉这个例子才能阅读本章.我 
们在此只不过借它来解说一下生成函数是怎么回事.生成函数的 
意义及其构作技巧会随着本章的讲述而明朗起来. 

最初应用幂级数作为生成函数的是欧拉.其后拉普拉斯曾广 
泛地采用这个方法.最后麦克蒙 (P. A. Mac-Mahon) 著述两册组 

合分析时，则又补充了这种古典的数学分析技巧. 

就内容来说，本章的第一节涉及不定方程整数解组的个数问 

题，故略带代数的或数论的性质.第二节较详尽地收集了一些比 

较常见的有关二项系数的计算例题.第三节我们简略地介绍了差 

分算子的简单应用，其中包括欧拉的加速收敛技术.在第四节我 
们引入伯努利 (Jac. Bernoulli, 1654— 1705) 多项式并讨论其各种 

性质，然后阐述欧拉-马克劳林 (C. Maclaurin, 1698— 1746) 的求 

和公式.最后，在第五节我们列举少数几个古典的命题与例题，借 
以表明微分算子及函数方程在计算中的应用方式. 

§1. 线性不定方程解的个数问题 

整系数线性不定方程通常 祢为丢番图 (Diophantus , 大约 
246— 330) 方程.在本节中，主要是通过对多项式或幂级数相乘过 
程中同类项合并规律的观察，以寻找合适的幂级数作为生成函数， 
然后求得这类方程整数解组的个数. 

各种恒等变换的技巧也是值得我们注意的. 

1. 设 w 为一非负整数.试求丢番图方程 

x + 2y — n 

的非负整数解组 w 的个数. 

[解]以山表解组的个数，今先求生成人的生成函数 f ( s ). 
为此，试观察下列二级数相乘时同类项（同幂次的项)合并的 过程; 
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=s] Z； i rdsi<D. 

n = 0(47+2jf=n I 



oo oo 

ar = 0 y =0 


我们 见到： 方程 x + 2 y = n 的每组非负整数解，对应一个(系数为1 
的) 项，因此上述乘积的级数中 f 项的系数就是 


2 




x + 2y =n 


所以，生成函数也就是 


oo 


oo 


oo 


HO 




(ISI<1). 


但显然 


l 


(1 一 0(1 - O 4 (l + ^ 
所以的幂级数展开式为 





2 


(1 


S ) 


(ISI<D- 


F(D 


2 

» = 0 


ir + i +2 o + i ) 

4 



n 


(旧 < l ). 


由是我们得到 


4 n =^-(2 w + 3 + ( — l ) w ). 

由于人必为一整数，故若以 〈 a > 表与实数 ap 乓最接近的整数， 

2. 以汔表 下列正整数系数不定方程的非负整数解组(^， 
%，•••，％)的个数： 


+ fl ?2 怎2+ … 

W \ A n 的生成函数为 


+ a k X k ~ n j 


f 4? t 



00 




[证] 


71=0 


因为 


(H)(l —f 2 ) … （ 1 -⑺ 


(Euler) 


(1 


⑺ 一 '（ i— o 一 1 … （ m 1 


oo 


〉 ] ^ a x n 




2 


n 




k 


n 


n = 0 


w = 0 


n = 0 


OP 


s s 






J ^a 2 ^2 +% "^ a k x k 


xt 0 x 


2 




0 




oo 


2 


2 




2 


(旧 < i ). 


n = 0 ( a i 丨 1 + ". + 0^0 ：灸 =« 


n = 0 


[注意] 


当 A ， a 2 , …，〜互不相等时，戽可以看作是抑元的货 


币兑换成面值分别为％，％，•••，〜的货币的不同兑换方式数.故 
本命题亦称为货币兑换问题. 



• 试证丢番图方程 


怎 + 2 夕 Zz — u 


的非负整数解组的个数人= 



(n + 3) 
12 ~ 



(Hardy) 


[证] 


令 o 二 e ^/ 3 + 为虚立 方根) ，则 



3 


由命题2可知生成函数为 


( l - D(i 


c 2 ) a-n 


= _1_ 

(1 — ^) 3 (1 + O (l — co^) (1 一 C0 2 C) 

1 , 1 , 17 1 

— 6(1 —SF 十 4(1 — 5) 2 十 72(1 — 0+8(1 + 0 



9(1 — 9(1 —6) 2 ^) 
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妥 +iz ^+ 备 cos ^：y 


72 


8 


9 


3 




2^ n ( ISI < D - 


0 


由于 


7 ， (-l) w f 2 Inn ,32〆 1 

B+— + ¥咖丁 ^ 〈 T ， 




且‘必为整数，故戌= 



(72 + 3) 2 


12 



4 - 试证丢番图方程 


x + 2y + 4z = n 


的非负整数解组的个数戌 



(w + 2) (w + 5) + ( 一 l) n w 


16 



[证] 


按命题2,人的发生函数为 


2以 




S 4 ) 




(i+oa+mi—s 4 )- 3 

(l + S + 2f + 2f + S 4 


+ m ： 


m^O 


m +2 
2 




由是易知 


A 


4m 


A 


m + 1 


4m + 1 


2 


m +2 
2 


(m + 1) 2 , 


A 


4m+2 


A 


4饥+ 3 


2 


m +2 
2 


(m+l)(m + 2 ). 


再把 m 用 71 表出， 易见人 即有如题文所示之表达式. 

5 . 试证下列各丢番图方程 

x + 2y J r5z = n 1 x + 3y + 5z = 7ij 

x + 2y+3z-\-5w^n 


的非负整数解组的个数分别为 



(n + 3)(w + 6) 


30 



Jf mm 


A _/0 + 3)(2w-f 9)(w + 9)\ 
w = \ 360 / 

[提示]按题 4 的方法求解. 

6. 以 w 册完全相同的书分送给个朋友0>幻，每人至少 
得一册.问有多少种分配方式？ 

[解] 若& 个朋友中亦有得书零册者，则此问题即相当于求 

方程 

x l +x 2 + ***+x k = n 

的非负整数解组 Oi ， $2,…，％ ) 的个数由命题2可知其发生 
函数为 

n = 0 \ ^ / 





故人 

于 



. 今规定每个朋友至少得一册，则分配数便 


等 


A 


n - k 


Jc+ (n—Jc) —1 

Jc-1 




7 . 问&个变数的 n 次齐次多项式最多可能有多少个不同的 


项? 


8. 试证下列各个丢番图方程的非负整数解组的总个数为 
W + 1， 这些方 程是： 


x^r2y = n^ 2x= n —— 1 ， Sx4y = n —— 2 , •••， 

(w + l )； r + (w + 2 )y = 0. ( Catalan ) 

[证]方程 v ; r + (v + l)y = w 十 l — v 的非负整数解组的个数应 

是 a — mi — r + i 广 1 幂级数展开式中 r + i - v 项的系数，亦即 
r - i (1 _ r ) - i (1 _ r + i r i 的展开式中 f 项的系数.故若设所求 

之总个数为 Zn ， 则 
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06 


J ] A n C n 


1 




K = 0 


d-oa-c 2 )' a—s 2 )(u) 


+ 






V 


(1-s 


V 


)(1 




+ 


+ 


• •參 


ca-o 


2 




V 


0 


1 


1 




V 


2 


oo 


^(1-0 




( 1-0 


2 




_ 


n = 0 


所以 z 


n 


n + l 


9. 设以 r ( m ) 表自然数 m 的除数的个数，例如 r (4) = 3. 试 
证 

x + 2y = n —— 1 . 2x^rSy = n — 3 , 3x J r4y = n —— 5 , … 

这些丢番图方程非负整数解组的总个数 A n = n + 2 - r ( n ^- 2 ). 

(Catalan) 

[证] 一 如上题之法， 




(1 一 D(1 — C v+1 ) 





(1-D 2 






(1 一 O 2 


^2 ^ K ( fc + i )( y + i ) - 2 

v = 1 k = 0 




oo 


n = 0 w = 0 i 


2 

(fc + l)(v + l) = n + 2 
v ^ l 9 k ^0 

c n (\c\<l). 



显然方程 0 + l)(v + l)=w + 2 的整数解对 ( V ， D ( V >1， Jc ^ O ) 的 
个数为 r(w + 2) — 1，故 A n = n + 2 — r(n + 2 ), 

10. 试证 

: r + 4 穸 = 3n — 1 ， 4；r + 9y = 5w — 4, 9 怎 + 16 穸 = 7 於 ——9, ••• 


这些丢番图方程的非负整数解组的总个数为 n . 


( Cesiro ) 
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[证]同上题，解组的总个数为下列生成函数的幂级数展 
开式中的常 数项： 


oo 



^v 2 一 (2v+ \ )n 

( i — 0 ( 1—d 


oo 





(2v + l)n 


v 




2v + 




V 


2 



OO OO 

v = 1 ii - 0 



fc ( v + 1 ) 2 



所以即是如下二解集夂 t 的个数反 〒之差： 

\ 

A n = S — T , 

S = {( k , v , fi ) I 左 v 2 二 (2 v + l ) (n — jli )， k ^ l , v ^ l , ">0}， 

T = {( Jc , v , fi ) I A;(v +1) 2 = (2 v + 1) ( n — fi ), k ^ l , v > l , 

^> 0 }. 

显然集 ^ 可拆成以下二集 之和： 

S ^ Hk , 1, fi ) \k = 3 (n — n ), k ^ l , ">0}， 

^2 — {(^? v, m) |^(v + l) 2 = (2v + 3) (w —p), 

v > l , ">0 h 

其中， &是与 T 成一一对应的.事实上，若 a ， v ，/ i ) er ， 则 
k = ( 2v ^ 是正整数.由于 2 V + 1 与 (v + 1) 2 互质，所以 

亦必为正整数.因此0 + ^^， V ，这说明7 

d 反之，由 2 v + 3 与 (v + l = 寻质^证？>充.总之 ，〒二 F 2 . 

另一方面，^ A n = S — T — Si-{-82 — T — n , 

11. 设 《 i ， a 2 ， …，〜为 A ; 个互质的正整数，以人表方程 

…=71的非负整数解组的个数.则 


lim 

n 呤 oo 



1_ 

(壳 一 1 ) \a x a 2 ^ 9 a^ 


( Laguerre ) 
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[证]的生成函数为 

^nC n =(i\a-c av )) . 

w=0 \v =1 ) 

由于 a :， a 2 , …，互质，上式连乘积的倒数表成最简分式时有如下 
的 形式： 



Co 

( l - D k 



Cl 

(1—s 尸 


+ … 



其中叫•关 1 在单位圆周上，且互不相同.是故人的主项是 

的展开式中 r 的系数，即 


^71 


C 


0 


h^n 

k 



c 


n 


k - 1 


°Oc-l) 


(n^>oo). 


但显然有 


c 0 = lim(l —TT (1 — 

卜 1 ,=i 

k 

= lim J[(l+S + S 2 + … "K 0 ， 1 )- 1 

^ ^ = 1 


1c 



V = l 


从上述推证过程可见尚能较精密地写出 


A 


n 


n 



(壳 一 1 ) \aiaz^^a k 


+ 0(n k ^ 2 ) 


(n->oo). 


12. 设以 〜， a 2 ，…，〜诸正整数作项相加（一数可连用数次) 
时，总和为 w 的一切不同的加法方式的种数为^试确定6„的 


生成函数. 


[解]设以 V 项表出 W 的加法方式种数为则从观察下 
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列多项式自乘时同类项合并的过程可知，其 r 项的系数即为 

召 n ， v ， 即 


故 


( P+f 2 +…扒， 


2 5 ^ n =S( 5 -o+^, 1 +..-+5 n , n )^ 

w = 0 w = 0 


Z ； I>_r= 2(s ai +r 2 + … +p) v 

v = 0 W == V V = 0 



( Euler ) 


13 . 将骰子一颗连掷十次，问共出现 30 点的概率是 多少？ 
[解]设以机表共 出现％ 点的方式总数，则其生成函数显 


然为 


6 0 

2 B n c n = a+c 2 +c z +c A +c 5 +^y° 

n = 1 0 


由于 



( i — o _ io = i + 






/10-\-k-l 
\ Jc 






(1 — S 6 ) 10 



故 （1 — D 1Q (1 — G - 1 Q 的展开式中 0 项的系数为 


B 





= 2930455. 


因此所要求的概率便是 2930455/6 1q =0.048464. 

14 . 设有&个法码，其重分别为％， a 2 , …， a * 克（均为整数）. 
今要在天平上衡量重为 n 克之物.问有多少种不同的方式？ 


♦ 50 • 


[解] ( i ) 若规定法码只加在天平的一端，则不同方式总数 


c n 的生成函数便是 Od + f 2 )… d + co . 

n = 0 

( ii ) 若允许法码加在天平的两端，则所求方式数 G 的生成函 
数便是 

oo 

2 Gn — h + i + rocrh + i + r ^^. crq + i + o . 

n = — 00 

15. 一个正整数表作正整数之和的方式总数(和式不论次序) 

称为 w 的分拆数，记作 Kn ). 例如5 = 4 + 1 = 3 + 2 = 3 + 1 + 1 = 2 

+ 2 + 1 = 2 + 1 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1，故 K 5) 二 7. 试证 〆 w ) 的 
生成函数为 

系 Kw) 卜 7i— d(i—/ 2 )(i_s 3 ).... 

16. 试证任何一个正整数表作相异正整数之和的方式数等于 
表作相异或相同奇数之和的方式总数(和式均不论次序).例如就 

6来看,前者有6, 1 + 5, 2 + 4, 1 + 2 + 3共四法,后者有1 + 5, 3 + 3, 
1 +1 +1 + 3,1 +1 +1 +1 +1 +1 亦 四法. （ Euler ) 

[证]易见二者之生成函数分别为 


(l + D(l + f)(l + 0. 


’ （1 一 £)(1 一 S 3 )(i — o …’ 


但它们皆与…相等（当 ISI <1 时). 

[另证]二生成函数相等的事实亦可如此 证明： 任何正整数 
w 可唯一地表成2夂 2 A + 1)， 这里 j 和&为非负整数.故 


TTa+^) 


00 


irir(iH 2 


(2&十 


”） 


n 


fc = 0 j - 0 



00 00 

irn', 

k = Oj = 0 1 — ^ 


2 rl (2&+l) 


(2& + 1) 


* 51 ♦ 



17. 试证当 Kl <1 时有下列恒等式 成立: 


(l + S)(l + f)(l + f)(l + S 7 )". 



+ (l-S 2 )(l-£ 4 ) + (l-S 2 )(l-S 4 )(i-F) 


(Euler) 


[证]采用欧拉原来的办法.先引进另外一个参变数，试考虑 

F ⑻ = F(a,C) = (l+ccOd+ccC 3 )(l +ccC 5 )- 

=1 + CjOC H~ C2^x 2 + …， 

其中 Q = 都与 a 无关.显然我们有 

F(a) = (l+aC)F(aC 2 ) 9 

亦即 

1 + C\d + C 2 OS 2 + …= (1 +0 ( 1 + Cl .o^ 2 + C 2 • (cx^ 2 ) 2 + …）. 

于是比较两端幂级数的系数，便得到 

Ci^C + Ci^ 2 , C2 = Cj S 3 + C 2 ^S ―, C m = + C m C 2m , 



从而 





^1 + 3 + … + (2 饥 -1 〉 

( i — p )( i — s 4 ) … （ n ) 


因此最后令 a = l 即得出命题中的恒等式. 

18. 试证当 IS |<1 时有下列恒等式 成立： 

(l + S 2 )(l + f)(l + f)(l + S 8 ) … 

^2 =2.3 ^3.4 


+ •••• (Euler) 

[提示]于命题17的证明中最后令即得. 

19. 试证当1^1<1时有下列恒等式 成立： 


% 52 • 



因此為 ^ 即是 


^N— a 0 + fll + … +〜• 



= ( l + g ) Hl - c + 1 ) 

C N ~ V ~ (l-O k+l 

的展开式中 f 的系数.亦即等于展开式 

(l + ^) fc _ (2^ + 1 —^) fe _ (2^) k (l — t) 

(1 — 0* 十 1 — + l 





( 2 o ^ l a - cr k 


⑵广 2 ( i - s ) 一出 





Jc 

2 




中 C 的系数.而此系数正是 



23. 试证适合下列不等式0,5均为正整数) 

— n<x ， y, z^n, 

—— S^ : X ~h y 

的格点 O , y ， 2 ) 的个数等于积分值 


1 

•% 

I sin^-(2w +1) ^ 

\ sin-^-(25 + 1)^ 

2 jv, 

一 n 

V sin 2 1 * 

/ sin ^ t 


it. 


( Polya ) 


[提示]试考虑下列生成函数 

(r w +r w+1 + 〜 +r 1 +i+s+s 2 +“.+r t_1 +r) 3 

之展开式中 r s , r s +1 ， …，1， …， r - 1 , r 各项系数之和，并注意有 
如下的恒等式可资 利用： 
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m 

V =_饥 



sin 




2 


(2 m + 1) 右 


sin 




24. 把一凸 w 边形用仅可能在顶点相交的对角线完全剖分成 
三角形.问有多少种不同的剖分方式？ （ Dunkel ) 

[解]以表剖分方式数.又设凸多边形的顶点依次为 A ， 
P 2, …， Pn . 则含三角形 P^PiPn 的剖分方式数当 i = 2, 3,4, 5,..., 
71 — 4, 71 — 3, n — 2, n — 1 时依次为 

■^■n — 1 ? -^-n — 2> -^-n — 3 * -^-4? ■^■n — 4 * -^-5? •••? -^-5 * ^-n — 4? — 3) w — 2 f 

An -1. 显然4=1，若补充定义义2=1，贝 (1 


71—1 




— i 


+ 1 


2 



命 



f n — I 
n = 3 \ i = 2 



fi _ 3 


2 人 r- 3 =(ns)—D.r 1 . 

w = 3 


从而 



oo 



n = 2 



2 tU — 4 
n — 2 



w ~ 2 



所以我们求得 




1 


2 n -4 


n 


n — 2 



25. 试证对任何正整数左， 



都是整数，且满足下列关 系式: 
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(Birkhoff) 


<Pn 





[提示]令二;则易 

n = 1 

证 ^( S )— —— 4^ — 1), 

因此满足下列关 系式： 

( 20(0 — 1) 2 =1 — 釔， 

即 少（0 2 二少 （ S ) —匕 

比较幂级数展开式的系数可以得到题中的关系式.然后由 仍 =1 
经完全归纳法 即得％ 全为整数之结论. 


§2. 有关二项系数的计算 


二项系数的生成函数是二项展开式.因此有关二项系数的计 
算可以通过二项展开式在特殊点的计值、二项展开式的相乘、求 
导、求积分、变量替换等方式来实现.在这里，特定二项展开式的 
选择技巧是值得注意的.其中较为复杂的生成函数往往是经适当 
选择的两个(或数个)二项展开式配置起来的，目的是使它们乘积 
级数(幂级数）中的通项的系数恰好相当于所要求值的关于二项系 
数的四则运算表达式. 

此外，组合变换的互逆公式(命题 48) 亦使许多已知的组合系 
数(二项系数)关系式产生出新的对偶关系式，因而值得我们留意. 

本节各题中，如无特定说明 ，化 ％ v 等均表非负整数 ，而仏 

y , t 等则表实数. 


26. 试证 




0 






2 






4 




參參⑩ 


2 n ~ l 
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學 


+ 


» # • 






[证]以（1+工) 



与 d+xr 



相乘，乘积多项式中 w 的系数为 

0 




2 


2 n 


(1+ X ) 2 n 直接展开式中，的系数是 

本命题. 


2 n 


n 


由是即得 


28. 试证 



2 n 

2i7l — 1 








[提示] 

(1-X) 2 


考虑下列二式乘积中的项的系数即可 


, 2n • 

(一 w ， 


2 


(1+ar) 


2n 


2 ( 2 > 



29 - 试证 



[提示]应用例题27, 28即得. 

30. 设^是任意实数而&为非负整数.试证 
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r 0 (若&为奇数)， 

(若&为偶数). 

[证]当 HI <1 时有 




x 


V 


t\ (l + o^ 


V 


2 





因此 a — / 2 r = a —0"(1+/尸的展开式中 p 项的系数 


当々为奇数时为0 

/ X 

当办为偶数时为（一 1)^2 

\2 





( 72 + 7W+ 1 

n+l 



(朱世杰) 


[ 提示]显然对 m 实行完全归纳法即可得证.另外的证法是 
考虑下列二式乘积中的，项的 系数： 




[证]当 m = 0 时等式右端按定义为零.此时等式对任意非 
负整数〃成立.现设此式在某个 w 值对任意非负整数〃皆已成 
立.则以 n + l 代於的地位（由于 n 的任意性)得 




从而 



(- 1 ) 


n + 


n m -卜 1 


l) n 


n 


m 


/ 


n 


这就是原式中 m 换成 m + l 的情形.于是关于 m 的归纳推理已告 
完成. 


33 . 求由下列等式定义的 心和 



[解]利用下列杨辉恒等式 



可 知心和 仏分别满足关系式 


F t : ~F V _i F n _ 2 , 

Gn—^n-l —G n _ 2 . 


又 ^=^ = (^ = (^ = 1. 所以 仏就是 所谓斐波那契 （ L.Fibo- 
nacci， 大约1170— 1250) 数列，而用完全归纳法可以证明 

^ _(0 (当 n = ^m 1-2), 

w —1(—l) w (当 w = 或3饥 + 1). 

[另解]显然是下列生成函数中 F 项的 系数： 

yci+zr+w^a- 2 (i+ao w-2 + …+1 

l-x n+l (l+x) n+i 

ffmmm ‘ u _ i i r-1 ■■ t 一 一 i 广 ― w-n-wwi—tm-^n 

也就是 00) = 5^：；^ 的幂级数展开式中，顼的系数.由 
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1 — bx 



0(x) 


2 


a 


n + 


b 


n + 


0 


a 


b 


以， 其中 a 


1 5 

2 


b 


所以 


F n 


a 


n + 




b 


n + 


a 


b 


仏也 可同样求得 . 




35. 试证对一切实数 a; ， y 而言，常有 



( Vandermonde ) 


[ 证 ] 如同命题 30, 考虑 (1 + £ 尸 + 〃=(1 + /)^(1 +《）〃的展 
开式中 P 项的系数即可得证 . 

[ 另证 ] 注意命题 34 的等式的两端都是整变数 n 的&次代 
数多项式 . 当〃被换成实变数 $ 时，它对多于 & 个的 z 值已成立 . 
因此对任意 z 值都成立 . 同理， m 亦可换成实变数夕 . 


36 


设及 


n 


2 


，即 & 为 n/2 的整数部分.试证 


k 




n + 1 


272 — 2v 


V 


72 + 1. 


0 


V 


n 


[ 提示 ] 
项的系数 . 


考察 /) w+1 a— 展开式中 # 


37. 试证 X ： 


c ^iV2n-2v N 


n 


l) v = 2\ 


o 


n 


v 


[ 提示 ] 考察下列生成函数中 / 项的系数 便得： 

Kx)=(i-x 2 r(i-xr n ^=a+xy(i-xr\ 

38. 试证 
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V 


[证] 


当和式的流标在二项系数的上位时，宜考虑采用展 


开式 


oo 


(1-怎) 


n 


^2 


n — 一 v 


x 


V 




V 


0 


n 


由于当 v =0, 1 ,…， w 


1时 


V 


n 


0，所以可以把上式作如下改 


写，这样对本题来说较为 方便: 


OO 


(1 —a:) 


n 


X 


n 


2 


v 


x 


V 


V 


0 


n 


基于此，我们考察 




+ m+ 1)- 






的展开式中铲 


-n-m 


项的系数即得. 


n 


39. 试证 2( — I ) 71 —% 


2k 


k^O 


n + k +1 
2^ + 1 


n + 1. 


[证] 


作如下形式的生成函数 




n 


/ o ) 


2( - x + 2 ) n ^ k+l xK 


k = 0 


由是可见其中含/的项便是 


n 


^4符疋 


n 


^(- x ) n - k 2 2k+l 


n + Jc 


fc = 0 


n~h 


x 


k 


n 


A; = 0 


1) 


n-k n2k + 1 


2 


n^rk + 1 

2壳 +1 


a :' 


另一方面，容易看出 


n 


n 


/ ⑷ = S ( 2 _ w +1 


X 


lc 


(2 — x ) 




y^X2x~x 2 ) 


k 


A ? = 0 


fc = 0 






n+i 1 — (2X — X 2 ) n+1 


l —(2 x—x 


2 
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= -x n+l (2-x)^ n+l) (l-x)- 2 + (2-x) n+l O- x)- 2 


^rJS9C 


i w+1 (2-o ：) 2(n 十 l 〉（l — $ 广 2 + 




+ "• + 




(1 一; r)" 2 . 


显然含 w 的项只在上式的最后两项中.而在这两项中， v 项的系 
数皆为 W + 1. 故 






71 




2(—f 2 


2k +! 


fc = 0 


w+ife + l\ 


2 左 + 1 



20 + 1 ) 




00^1)， 

l(w = 1). 


[证] 


显然有 



• • • 


+ (—1 广！ 1 


n 


n 






n 

v 



(~ ty ^ 


d 


dt 




ty 



令 ^-> i 即得所要证的等式. 
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_ 




令《=1 即得所要证的等式, 

[另证]注意 



m t vi 
(n—v) lv\ 9 pilv—p)! 


ni (n — p) 1 

pi(n—p)i • (n—v) i (v — p) l 





n \ 

)(1 + 1 )" 

P / 




[提示]可仿题 41 的证法来证. 

43. 试证 


0(n>p) y 

(― l) n O 呼 ) • 
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1 +-1- -I- •••—[ — — 

2 十 3 卞 十 


44. 试证下列等式 




( i ) 




1) 


n 


0 


w +1 




n 




1) 


n 


n +1 


i = 0 


G + l ) 2 




2 


l 


45. 试证对 O ^ Jc^n 


n 


w+ii 


Si 


0 


ti 2 7 


+1 




1 有 


±(I 


a 


n ^6 f 


(n — k ) 


n 


k 


•a + b 


t k (a + 6— O n 


1c 


dt 


b 


n 


46. 试证； ^ 


n 


( 一 1) 


lc 


nlml 


ik = 0 


n 


k /m^rk + l (n + m + 1)! 


[证] 2] 


n 


1) 


k 


n 


n 


A ? = 0 


1 c /m + 左 + 1 


0 


2 ]l K - l ) k x m ^ k dx 

A ? = 0 \ 々 


x m (l 


x) n dx 


mini 


n 


47. 试证 ( i ) D 


汾 、（一1) 


0 


k 


(m + w+l)l 


n \ 


A ? = 0 


k 


x + k 


x(x + l)-^(x-bn 


n 


⑼ s 


n 


1 


k = 0 


1 c 八怎+壳）（怎+壳+ 1) 


_ # # 


(x + k ^ n ) 


2 n 


a :( a : + 2)( a : + 4) … 2 n ) 


[证] 


( i ) 是命题 46 的推广，但可以如同命题 46 那样证明. 


( ii ) 记左端的和为久，利用⑴的等式，我们有 
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參 



c-iy 

x + Jc + v 





再利用题 30 的等式，得 



最后又利用⑴的等式，得 






: r(a:+ 2)(;r + 4) … (x-\-2n) 

48. (组合变换的互逆公式） 设 〆 幻表任一 函数而/00的定 


义 如下： 

/0)= 全 0- i)4W 0 = 0,1 ， 2,…) • (1) 

则 

9(n) = n \-l) k f(k) (7Z = 0, 1 ， 2, …）. (2) 

Jc^ o\ ^ / 

反之，由 （2) 亦可推出 （1). 

[证]注意本命题表明关系 （1) 及 (2) 可以互逆，即 （1)# 
(2). 为了证明（1)=>(2),即当 （1) 给定时， 〆 w ) 可由 （2) 给出，我 
们把 (1) 代入( 2 )的右端，并利用命题 42 ,即得 

复: h 慎 :)(-_! 
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n 


n 


⑷ S( —D 


h 


3=0 


fc = 5 


n 


Tc 



i ：(- iyg ( s ) d S 9 n (- ir =9( n \ 

5=0 


式中 <5 s ， n =0 O ^ w )，^，„= l . 所以 (2) 的右端的确表出 〆 w ). 又 
因为方程 （1) 及 (2) 在形式上是完全相同的，故由 （2) 亦可推出 （1). 
即 （1) 及 (2) 在本质上是完全等同的. 

49. 试证全(:)(-1)《1 + 去+++“.+士)一去. 

lc — \ 、 / 

[证]可应用命题 48. 为此，定义/(0)二 〆 0) = 0, g ( k ) 
—一 于是由命题43可知 


n 
Tc 

=1+^-+ 备 -|- h— = /(^) 

2i O Tl 




(n = l ， 2 , 3 , …）. 


因此根据命题 48 中 （2) 即得 


n 


2 


k 


n 


k 


1) 


h 



2 


+•••+} 


9(n) 



0 = 1，2 , 3 , …）. 



[提示]利用命题 34 和 4 8. 


si . 试证全 

A ? «0 



(- D * 1 

m + k + 1 ~m+n + l 


[提示]利用命题 46 和 48^ 
W •设 
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= a 0 + a! •w + a 2 # w(n—1) + a 3 *w(n—l)(n—2) + •••, 


t(n) = a 0 +^n + ^n(n-l) + ^-n(n — l)(n — 2) + 


(7 i = 0，1，2, 


• • « 


)• 


则必有 


C) 


0(0) + ( 1 )0(1) + (^)0(2) + … + (找)沴 ( w ) 


( 


2>( n ), 


n 


0 


沴⑻一 


n 


多⑴十 


n 


2 


多⑵一 


+ ( — 1 ) 


i 


n 


n 




( — l) n «/i m n 


(?i = 0，1，2, 


_ •參 


)• 


[证] 


将命 ( n ) 的定义代入第一式的左端并利用命题 41 得 



1) … ( m + i ) 

^ =0^ 

= 2 n tp(n). 


故第一式已成立.又将400的定义式写成 

0 ⑷ = 2 ( :)( - 1 y [( — 1 )* ^\a k ~] 

*=0 \ 々 / 

(W 二 0 , 1 ， 2 ,…）， 

应用命题 48 即得本命题的第二式， 
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n 


53. 试证 U (一 i )” 


-lc 


k 


n 


k 


k n = n \ 


( Euler ) 


[证] 

得本命题. 


于命题 52 的第二式取 </>( Jc )= Jc \ 显然 d 


n 


，由是即 


54. 试证下列等式 


( i ) 


n 


0 


(0 —n) 


2 



n 


1 


(2 — 


2 


n 


2 


(4 — n ) 2 + ••• 



n 


k 


(2 Jc - n ) 2 + 


» • • 


2 71 

• n • 


( ii ) 


n 


0 


(0 —w) 


2 


i / 2 — 70 +(2 )(“）-••• 


f n \ vO 

+ c-m \2 k - n y + 


0^2)， 


• • • 


(n 


2 ). 


[证] 


固定 l 于命题 52 取 0( 幻 = (2& — n ) 2 . 则显然 


从而 






n 2 — 4 (n 


l)Jc + 4 k ( Jc - l ), 




n 2 


2 (n — l ) k ^ rJc(k — l) m 


a 


n 


0 ( w ^2)， 

4 (n = 2). 


妒 O ) 


n 


由是由命题 52 的两个等式即得本命题的两个等式. 

55. 设以 w 册各不相同的书分赠给&个朋友 ( n >&)， 使每个 
人至少得一册.试证其分配方式的总数由下式给出： 


S 


?= fcn _ ( l ) 


(左 — l ) n +( 2 1( 及 — 2) 2 — 


+ ( — 1)^ 


k 


k 


1\ 


[证] 


注意本题与§1的例题6是具有不同性质的.在分配 


的办法中，若取消“每人至少得书一册”的限制，则分配方式的总数 
显然是现从另一途径剖析此总数之构成，从&个朋友中任选 
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V 个，选法数是把 
一册，按定义分法数是 S 
式数为所以 


W 册书分给这 V 个人，使每人至少得书 
:. 故&个人中正好有 V 个得书之分配方 



把上式写成 r =；2 
公式便得出 v 1 



(一 l ) v [( —1) W V W ], 应用命题48的互逆 



56. 试证下列李善兰 (1811 — 1882) 恒 等式: 



[证] 


记上式左端的和为夂利用命题34作工具，我们有 



57. 设^为任意实数或复数，则 
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k\/ l X/z-^Jc-h l 

&八 j 人 j 人 ^+1 



(李善兰) 


[证]注意命题 56 中的等式两端都是整变数 w 的 A + Z 次代 

♦ 

数多项式，因而当 w 被换成2时依然成立.这种推理原则，在命题 
35 的另一证明中已经用到，可简称之为“多项式恒等原 理”. 

58. 设为任意实数或复数.则 



(李善兰) 



59•设 w , 7* 为任意正整数，其和为一偶数 n + r = 2 m ( n > r ). 




2iVfi h 

n 




60. 


设左二 




的整数部分.试证 



(n — 1 ) ! in — 2 i )\ 2 

( n - i)lil / 


(2w 一 2 ) I 
~ ni ( n — l)i 


61. 试证下列等式并说明其两端均为 整数: 


2(- 1 严 

k =0 


ki(n — k ) l 



(n + 4)(w + 3)(72 + 2) (w +l)w 

6i8 


(15t^ +10/^2 + 5/e — 2) 



[证]比较下列两展开式中 / 的系数/ 4: 
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我们得到 



(i+i)i 


n 



oo 


m 


i+S2 


n 


S 


1 ) 


ji > i 


m (ii + Di—(ji+i)i 


所以 






n \ r “ 

Ic J(n + 4)i 







i 1 +—+ii = 4 


(ii + i)i—(ii+Di 






l 

3T2T21 



2!3!2! 



2!3!3: 




n 

4 


1 

2T2T2T21 



n 

2 (— 1 产 

k =0 


k n “ 

kl(n~h)l 


(n + 4)i 

ni 


fi 





+ 105 



+ 105 



+ 4 
8 


是一个整数，并且容易化到题文中等式右端的形式. 

62. 若多项式 fOO 当 ^ = 0,1,2,…时恒取整数值，则称 Kx ) 

为一整值多项式.试证/(幻为一 w 次整值多项式的必要与充分 
条件为:有一组整数 a 。， a ! ，…， a w 存在，使 



§3. 差分算子△的简单应用 

设/00表任一实变数或复变数的函数，△为一差分算子，其 
定义为 A /0) = /(z + l ) — /0>，△[△*/(>)] = AHI / O ). 以算子 

△作成的多项式 

PCA^^^ + ^A + hAkm+^A 71 

仍得视为一算子，其系数 h 属于实数域或复数域，并规定 

P(A)/0) = 》。 /0) + a A/O ) + p 2 A 2 /(x) + …+ 〜 A70). 

又规定/与0分别为单位算子与零算子，其定义为 

If ( x ) = A Q f ( x ) = f ( x ), 0 f ( x ) = 0, A fc +0 = 0 + A * = A fc . 

这样我们便很容易 看出： 系数属于实数域或复数域的一切差 

分算子多项式 ( P ( A )} 对于上述规定的加法及乘法而言，作成一 

个交换环.例如，若 G ( A ) 为另一差分算子多项式，则显然 P ( A ) 
W ( A )/(^)]-[ P ( A )0( A )]/( x ) = ^( A )[ P ( A )/(^)]. 

另一个常用的算子是移位算子尽其定义为 

Ef ( x ) 二 f(x + l )， E k 

63. 设 a 为整数并且试证 
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(牛顿， I . Newton , 1643— 1727;格雷戈里， J . Gregory , 1638— 
1675.) 

[证]倘将上述余项表达式的分子按最末一行展开，可知 
O ) 可表示成 Kx )- Vn { x \ 这里是一次数<〃的多项式.另 

一 方面，^ 显然也是次数的多项式，因此 

k = o\^c J 

只要证明在 w + i 个相异的点处与 〜0)=/0)— 取 
相同的值即可.由上题的结论可知当$=0，1，…， w 时〜00 = 
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/ O )， 由 Rn (^) 的表达式可知当^ = 0, 1，…， W 时 R n (x) = 0, 从而 

Pn (^) = f ( X ). 所以在怎=0, 1 ，…， W 这 W + 1 个点处 Pn (工 ）= q n OO . 

65 . 设/00为一&次多项式，则 


/CO=/(o)+(: A/(0) + 




△7( o ). 



A 2 /(0) + … 


[证]上题中，的分子行列式的最后一列是其余各列 
的线性组合，从而 A 0) = 0. 


66 . 试证 


△7(0)=/ O )- 



f(n—l) + 






+ ( — l) n 




[提示]注意 A fc = (E —/) fc . 

67 . 试由命题66推证命题53的欧拉 等式。 

68. 试应用差分算子及移位算子推证命题52的第二式. 


怎一 1 

69. 若定义 △-7( x )= z / caA — m ，- 1 ). 试证下列 

t =0 

等式对一切小于或等于 W 的正或负的整数&而言恒 成立： 


X 


AA fc 


x 


n 


n 









70 . 设 / CO 为一&次多项式 j 次项系数为试证 

/S, k f(x)=zJc\a 0) A s /(x)==0(s>^+l). 

71 . 设 / O ) 为一&次多项式.则 


/怎 + 1\ 

/( 工 ) = /(- 1 )+( 1 jAf( — 2) + 



A 2 /( — 3) + 





74 争 





+Jc 

k 




[证] 


由于等式两端均为 fc 次多项式，所以只要对非负整数界 


证明 


k 


fin) 


Z ： 


n + 



A7C-V-1) 


v 


就够了.为此，我们留意么100 二 0 U 二办 + i ， fc +2, …），从而不 

难验算 


* 


a — 



+ V 


二 / o ) 



由是可写 


(/— n -70) 




+ v 


(E^Ay[f(x). 



因此 




2 



k 


A v /( —v —1) — E 


2 








£ , - 1 (/-^' 1 A)- w - 1 /(0)= J £ , ^£ ， w+1 (^-A)- n -7(0) 

E n I- n ' l f(0)=f(n). 

72 . 设 m 为非负整数.试证下列互逆 公式： 


f(n) 


m+n 



+ n 

k 


夕 (A?) (w = 0 ， 1 ， 2, 


• •學 



[证] 


^m^( k )g(k + n) (- 0 , 1 , 2 ...). 
第一组等式关系可表成 


fin) 


m + n 



Jc 



g (0) = (I + E ) m ^ g (0) 0 i = 0, 1，2,…） • 


( 1 ) 


第二组等式关系可表成 
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A n f (0) = 择0+ 十 (0) = (I + E ) m E n g (0) 

= (-ir(I + E ) m { I-(I + E )} n g ( 0 ) 

fc=o W 

(n = 0, 1, 2, …). (2) 

今应用命题 48 于 (2)， 得 

(I + E ) m + n g (0) — DH ( — DW /(0)} 

= (I + A ) n f (0) = E n f (0)= f ( n ). 

是为 （1). 反之，若以 （1) 代入 (2) 的右端，则得 

^(_ l ) n - fc ^\ /( A ?)= A n /(0)y 

rr; W 

乃知由 （1) 亦可导出 (2). 

[注意]若令 m = 0, 则命题72即是命题 4 8. 

73. 试根据命题63与命题66的互逆性质推导命题 48. 

[提示]可将 AV (0) 作为函数!700来看. 

74. (伯努利求和公式）设 / O ) 为任一对$ = 1，2 ,…， tz 有定 


义的函数.则 


±m 

k =1 




n 




o ⑴+ 



A 2 /(1) + 


• • • 



[提示]可应用命题63来证.又直接推证亦属易事. 

75. 试证下列恒 等式： 

无 + 怎 2 + 怎 3 + ••• + x n 


(n\ / n\ 

wa ： + ( Jx(x—1) +( ^ Jx(x — 1) 2 + ••• +a:(o:—1) 


屬 76 


m 



76 . 试应用伯努利求和公式推出 


n 

2> 4 

k 二 1 


n 


n 


2 


3 


n 


n 


4 



[解]令/(办）=办 4 ，则容易求出 A /( l ) = 15， A 2 /( l ) = 50, 
A 3 /(l) = 60, A 4 /( l ) = 24. 

又，计算这些高阶差分的最简便的方式是这 样的： 










/( I ) /(2) /(3) /(4) /(5) 

1 16 81 256 625 

\/ \/ \/ \/ 

15 65 175 369 

\/ \/ \/ 

50 110 194 

\/ \/ 

60 84 

\/ 

24 


我们所需要的数值也就是左边的斜行：1，15, 50, 60, 24. 

77. 试证 


n n n 


72> 6 + 5(》+ 1) 2> 4 +》2炉 



7^> 6 — 5( 卜 1) Z > 4 — 》 Z > 2 

Jc =1 k -1 k =1 



78. 设数列收敛于零.则下列数列也收敛 于零: 

()n=0 



(72 = 0，1，2，…) • 

[证]对任意 m < n ， 写 e m = sup { s m , 汶饥+1， •••}• 




从而 
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令 7 W 


>oo 


由于〜 收敛于零，从而〜 —0( m -> oo )， 所以 


lim 


71 


n 


0 即 lim《 w 


0. 




79. (欧 拉转换公式） 设级数 2( 

错级数).则对任意非负整数 h 有 

/⑴一/⑵+ /(3)—… 


1) 


71 


f ( n ) 收敛（不必为交 


2 


/( 1 ) 一 ^"A/(l) + …+ 


1) 


p 


2 


( 一 1)， +1 

~r ― 


+ △”7(3) 


2 P 


△7(1) 



{A ， +1 /(l)-A 


P 


f (2) 


• • _ 


k 


2 /(l)— 一 / ⑴十舌 A 2 /(l) -… +^-A fc /(l) + 




[证] 


第一个等式可对1>用完全归纳法来证明.而欲从第一 


个等式导出第二个等式，只要证明含花括号的整个项当 P —0 O 时 
趋于零.为此，以 


P +1 


△”7 ⑻= 2 


v 


iy + l - v f ( k + v ) 


V 


0 


V 


(见命题 66) 代入得 


2 P 


+ 


^(-iy +k A p+ 1 f(k) 


k ^ 1 


2 P 


+ 


+ i 

S 

y = 0 


V 


oo 


V 


2( 

v + 1 


1) 




/(M) 


oo 


但其中的心 




i )〃7(/0 是给定的收敛级数的余项，从而 


V+ 1 


当 V — OO 时趋于零，由是根据命题78可知 


2 


P + 


p +1 


夕 +1 


s 


V 



0 


( p -> co ) 9 


V 


0 


V 


[注意]利用本命题有时能使收敛较慢的级数变为收敛较快 
的级数.下面的题80提供了两个很典型的例子.但题81提供的 
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例子说明亦不尽然如此.题82给出了使收敛变好的一个充分条 
件. 

80. 试将级数 


71 





• * • 


In 2 


2+T 一 



转换成收敛较快的级数. 

[提示]例如就第一个级数而言，可令 /0) = l /(2 w — 1)，于 
是 

代入命题79的第二个等式得 



同样地，对第二个级数得 


ln2 = 



81. 试将欧拉转换公式应用于级数说明转换后的 


级数收敛反而变慢. 

oo 

[提示]转换以后的级数为 

71=0 




oo 

82. 若收敛级数 n (— ir _7(/ o 满足下列 条件： 

1 

( i ) (― 1” A */ O )>0 (办=0，1，2，一;許1，2,3,.") ; 

( ii ) 存在实数•，使对一切 w 有 


/O + l) 

f(n) 


>a ， 
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则经欧拉转换后的级数 ^^ TA fc /( l ) 收敛比原来的级数为快, 

k = 0 

即写 

oo oo 

Rn= 2 (―1 广 7(v)， '= s ^^A7 (i) 

v=n+l v—n+l 




lim 

n->oo 


Tn_ 

Rn 



[证]由条件 ( i ) 得 

(—l) fc AVOO = ( —1 广 - 义 *- 1 /^) —(― 1) 卜 1 △ 卜 70 + 1) 

<(—1) 卜 1 A 卜 1 /0)0.</(w). 

因此 


r n 


OO 


2 


1) 


V 


V 


n + l 


2 


v 


oo 

A 7(1)< 2 

v = n + 


/(l) /(l) 




另一方面， 


OO 

Rn= 2 (—1 广 7 ⑺ 

v = n+i 


=-( ― ^-^/(w +1) + 2^( — l ) v +1 A/(w + l + v ) Y 

\ V =0 / 

因为一 A /00>0, 所以上式右边的级数是交错级数.又因为 

△7( n )>0, 

所以它的通项的绝对值单调下降地趋于零.因此由条件 ( ii ) 得 




十是 


Tjn _ 

Rn 


< 


(2a) nJ 


从而 lim 


Rn 
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§4. 欧拉-马克劳林求和公式 


有限和 2/ U ) 的求法是解析运算感兴趣的问题之一.诚如上 
节命题69的定义所指出的，这种运算是差分运算的逆运算.上节 
的伯努利求和公式(命题 74) 已经涉及到和 2/( w ) 的求法的问题. 
这个公式对于 /(〃) 是多项式的情形（即 2/0) 是所谓高阶等差级 
数的情形）使用起来颇称方便.但对一般的解析函数，则问题仍 
然是没有解决的.为此，本节将介绍一种古典的求和技巧，这就是 
欧拉-马克劳林求和公式.这个公式是欧拉在1738年发表的，但 
近代分析的研究发展却更加显示出这个公式的重要性. 

83. 由下列发生函数定义的一些数艮称为伯努 利数： 

OO 

G ( x )=-^-= y ]^ x \ 

试证 

(i) B 0 ^=l,B k =- k ^ - , u=l,2, …). 

二 (办一 v + 1) ! 

^ = 0 

(ii) Bi = — 去，万 2Jk + i = G (k= 1, 2***)• 


[证]首先我们注意，函数 （# 一 1)/ z ( 当^ = 0时定义函数值 
为 1) 幂级数展开式的常数项不是零，因此的幂级数有一个 
正的收敛半径，上述定义是有意义的.由定义， 








k 


jfc=0 v =0 


B 


v 


v! ( 办一 v + l) 




比较系数即得 ( i ). 又 


Cr ( — 3?) = 





=x -f- G(^x ) # 


81 • 


即 


承 — 


^2^ x v . 

v^O 


由是即得 ( ii ) 


84. 试将函数 a ; ctga 和 tga ; 展成幂级数 


[解] 


ctg 怎 


cosx 

sinx 


e 


X 


e 


IX 


• e 


2ix 


e 


e 


X 


e 


2ix 


1 


i + 


2 i 


e 


2ix 


1 


因此 


x ctg x — ix + 


2 ix 


e 


2ix 


由是根据伯努利数的定义得 


oo 


xctgx 


1 


^(-1) 


k 2 2 * B 2 k ^2k 




lc 


(2 k ) I 


X 


又根据 tg；r 


ctga : 


2 ctg 2$ 得 


tga ; 




1) 


&一 



k 


K 


(2 k ) 


Jlk - 1 

«4 / • 


85. 设 w 和& 都是正整数，试证 


P +2 k 


• • 


+ n fe 


n 


k 


壳 + 1 


+ 



n 


k 


+ fi knk 



B , 

4! 


k ( k - l )( k -2 )n 


3 



Bi 

6 ! 


Jc ( k - l )( k -2 )(k 


3)0 —4)w 卜 5 + 


• • • 




( Bernoulli ) 


[提示] 


由上节命题 74 和 70 可知 P + 2 fc + 〜+ 铲是 w 的 


左+ 1次多项式，设为 P ( n ) 


A 0 n 


Jc 


+ … + 」灸 +1 .试 


比较 P(n + 1) — 尸(幻=(71 + 1穴的系数 

86. 试求_6 2 ,石4,万6,万8,万 10. 


[答] B 2 =~^， B 4 


30 、 B6== ^ Bs 


30, 


B 



10 


66 


， 82 


m 




87. 伯努利多项式 6,(0 由下列生成函数定义 


H(t^ x) = e l 


x 


e 




1 


e tx G(x) 


^Mll x 




kl 



试证艮 （0 = 



[证]由定义 





Bo(t)+H^x + H^-x 2 +- 


• • 


1! 


2 ! 


比较两端铲项的系数即得. 

[注意]由本命题显然可见氏=艮(0)，即伯努利数是伯努 
利多项式在《=0的值. 

88. 伯努利多项式满足下列 等式： 

Bq( t) = l, B f k (t) = kB k _ j ( ^ ) (左=1，2， •••）， 

B k ( t)dt = 0 (k= 1 , 2 , •••)• 

Jo 


反之，伯努利多项式由上述条件唯一确定. 

[证]私(0 = 1及二 w ,-#) 由命题87的结果直接 

验证.又同样算出 



B v 

k—v + V 


由命题83的 ( i ) 可知其为零. 

反之，如果从私(0 = 1出发逐次积分，并由 

B k (t)dt 二 Q 

0 

决定积分常数，我们就能唯一确定一系列多项式显然这 
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就是伯努利多项式. 

89. 试证伯努利多项式有下列 性质： 

(i) ^- 1) (1)-^- 1 >(0) = ^1 a=l ， 2, …） • 

( ii ) = kl B k - V 

(k — v ) l 

(k = 2, 3, •••; v = 0,1, … ，左 一 2, fc). 

( iii ) B k (t +1) = B k ( t)-^r Jct k (左=1，2, …). 

[证] ( i ) 和 ( ii ) 可利用命题 88 的结果来证明.为证明 （ iii ) 
我们可得足（纟 +1) 作泰勒 ( B . Taylor , 1685—1乃1)展开，并利用 

( ii ) 推导 如下: 


仏“ + 1)二全 哎 ) 'D r = f 災乃 0) r 

v=0 v ! v=o v ' 

vl 

-= B k ( t )^ rkt k - 1 . 

90. 设 w 和&都是正整数.试证 

P 十 2* + … + w* =-^-^(B k + i(n + l) —B k+ i). 

[提示]利用命题89的 ( iii ). 

[注意]本题的结果与命题85是一回事.但这里利用了伯 
努利多项式，不仅表达紧凑，而且证明大为简化. 

91. 对任意实数《，设以[〖]表不起过〖的最大整数，并令 （G 

— 则 = &({«}) 是以1为周期的周期函数，称为伯 
努利函数.试绘制伯努利函数艮（0, S 2 ⑴, 5 3 ⑴, S 4 ⑴的图 
形.证明所有的伯努利函数都有有界变差，且当&>2时是连续 
的.研究其可微性，关于各阶导数做出相应的结论. 




题 91 图伯努利函数艮（0,良 G ), 艮 的图形. 


92. 带奇下标的伯努利函数是奇函数，带偶下标的伯努利函 
数是偶函数. 



所以 B k ( i - t ) = (- iyB k ( t ). 

这也就是 

93. 在任一个周期区间上，下标不小于2的伯努利函数正好 
有两个零点.具体地说， 当& >1时 B 2 , +1 (() 在[0，1)上的 零点〜 

是0, j ， 氏&( () 在[0, 1) 上的零点是在区间内部关于+对称的 
一 对点. 

[证] 当& 时，0，+，1分别是贝努利多项式5 2 * +1 (0的 
零点.如果 s 2 w (0 在(0, 1) 尚有除1外的别的零点，则由 


^ 2 , + 1 ( 0 - 2 ^.( 2 ^ + 1 ) 5 2 ,_ 1 (0 

根据洛尔 ( M . Rolle , 1652— 1719) 定理可知氏 （0 在(0, 1) 尚有两 
个零点，这样便导致三次多项式私（〖）有四个零点之矛盾.同样 

可知氏&(0在[0, 1] 恰有两个零点在区间内部.零点关于 j 的对 
称性由命题92可知. 

94. 设&和 n 都是自然数，又设则 



B k (t) 




V 




l 


式中 





( t < Cv ). 


又当〖为负数时，试写出相应的结果. 

[提示]由命题89的等式 ( iii ), 有 

B k (t — 1) - \-k(t — l) k = ••• 

二艮（《一[《])+々（《 一1) 卜 1 +…+左（艺一[艺]) & - 1 . 

95. 设〖是任意实数 ，& 为任意正整数.则 


* ) 命0° = 1. 


*86 


參 



!• 


B x (t) 


n 


s 

V 


sin2jtvt 

V 


(t^O, ±1 ，士 2, 


參參参 


)• 


®2ife( ^ ) 


OO 

/ — -I \a ： + io (2 々）！ cos2jvvt 

\ — / ^ / rx \ 9^ X A 9i* 


(2 宂） 




V 


V 



fc + 1 


⑴ =(— 


1 



(2k +1) ! yi sin2jrvt 

(2 jt) 2Ic +1 ^― 4 v 2k +1 

V ^ l 


[证] 


以表良 （ t ) 的傅里叶系数.则当❹1时 


a 


( Jc ) 


2 


o 


B k (x) 


0； 


a 


(2k 

n 


2 


o 


B 2 iXt )cos2jzntdt 


2 


sin 2 Tint 
2nn 


忍 2 fc ( O 


2 


o 




0 


sin 2jxnt 

2jzti 



2k 






0 +-- 

jzn 


cos 


2nnt 


2jtti 


万 2 卜 1( 力） 


o 


2k 

nn 




0 


cos2jznt 

2nn 


(2Jc — 1) J5 2 fc—2( t 、 dt ， 


若左 


1，则上式末端的积分为零，因而 


a 


( 2 ) 

71 


jr 2 n 2 


又若&>1，则积分另外的项为零，因而 

n ak ) — 2h{2h — 1) (2 *： -2) _ — ( 1 \fc -1 2 • (2k) i 

n = —~ {2nnY 71 (2jxn) 2k 

(w = l ， 2, 3,…）； 

而由命题 92 可知 b ^ = 0. 由是我们得到 B 2 ,(() 的傅里叶展开. 

显然此展开式是收敛于 ) 的. 

同样可得氏 G ) 和 S 2A + 1 ( G 0>1) 的傅里叶展开式.后者在 
全实轴处处收敛于 B u+ 1 (t), 前者由狄利克雷-约当判别法可知 
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除整数点外都收敛于 SXt ). 


96. 试证 




一般地，有 



1) 


h +1 


2 2 h ^ n 2 h B 2k 

~~ (Wi ^ • 


[提示]这是上题展开式的特殊值. 

97. (欧拉-马 克劳林公式） 设 / O ) 定义于区间 [ fl ，6]， 对某个 
正整数/•， /aiOO 在[>， &] 上绝对连续.则对任意 〖 6[0, 1]，有 



f(x)dx = h^J(a + (i + t)h) 

i = 0 




B v (t)h v 


+封:/ ⑺⑷ (4— ^)—氏⑴)私 

式中％是任意正整数 J = 

n 

[证]上式右端是〖的连续函数，故不妨设0<£<1.写 



当 r >2 时利用分部积分法得 


P 


h 


r 


r 


ri 


产 1 〉⑷ B r 





(r — l)Ua 


产”⑷ S r 



•88 


m 


/ (r 


-i) 


(b)-r~ l Ka) Br(t)h r + p 


r\ 


r 


又 


b 


p 


所以 


h \ 


a 


x—a 

丁 


dx 


n 


h 



a+(i + l).h 


0 


a+ih 


f(x)E 1 


x—a 

~h~ 


dx 


n 


h 2 ^ I f f (a + (i +u)h)B L (i—u)du 

1 0 


0 


h'Y.W r{a + {i+u)h)BXt 


u)du 



jf’（ a + (名+奴）為）忍1(《+ 1 


u)du) 


n 




0 


f(a + (i+u)k)B 1 ( s t 


u ) 


U 


w = 0 


t 



0 


f(a + (i+u)h)iu 



^/(a+ (i - {- / u^h)B l Ct + 1 — u) 


u 


u 



f(a + (i+u)k)du} 


t 


n 


lf ( b )- f ( a )2 BXt ) h - h ^2 f(a + (i + i ) h ) 


# = 0 



b 


f(x)dx. 


a 


Pt 


㈣ （ a) gy ⑴办 




V 


Vl 


_ 1 

+ (s + 名)為) + f /( 怎) 忒怎 • 

i-Q J a 


* $9 ♦ 



但显然 

/ (r ~ 1) (6)-/ (r ~ 1) (a) B ( - ^ )F= ^f 6 f ⑺⑷ Br (t)dx. 

ri ru a 

于是命题得证. 

98. 设 A ; 和 w 都是正整数.则对任意实数《，成立等式 

71 - 1 • 、 

B k (nt)=n k ~ 1 — V (Raabe) 

i = 0 

[证]于命题 97 置 a 二0,6 = 1 ， r = Ic + l y 

使得 


F+l 


n 


W — 1 f 

£ = 0 、 


k 


^^(左一1)〜（左一^十2) 


B 


t 一 ，， + 


!(《+ l ) — 召 ；b 一災+1(亡） B 


v 


vi 


n 


v 


v 


于是由命题 89 的 ( iii ) 及命题87,相继得 


W — 1 


k 


n 


2] 召* 


t k 


Jc 


o 


n 


"V 1 / 4 — v 

v )n v 


v 


k 


k 


s 


k 


71 口 w 


B v ^(nt) k 


v 


n 


k 


B k {nt). 


99. 设&为非负整数.则有下列等式 成立: 


B 


21 e 


2 



r= 


(1 —2_)B 2fc . 


B 


2k 


4 


B 


3 


2k 


4 


— (i — 2 


1 一 2 


k )2^ u B 2k 


B 


2k 


3 


B 


2k 







2 h 


^2 k 





bJI) 


\o/ 


(1 一 2 1 


2i 


)(l-3 1 - 2i )2- 1 B 2fc . 


I ： 证]利用拉贝 ( J . L . Raabe , 1801—1859) 的加法定理(命题 


98) 即得, 


♦ 90 • 


[ 注意 ] 本命题所给出的艮 〆0 在£=+，+的特殊值是很 
有用处的 . 此外，我们还顺便得到了执在 (0 ，^)的零 点广的 

估计： 

100• 设 /^ 1 #) 在 [0, 1] 上绝对连续，并且在 [0, 1 ] 上几乎处 
处有 I / (n OO I 这里 M 是正的常数， r 为正整数.则对任意 

[0, 1] 和正整数 n ， 成立不等式 






2/ 



+ 2 


严 u (i)— / 


- 1 ) 


v\n 


V 






K r (t)M 



r 


这里 

\B r (x)-B r (t)\dx. 

riJo 

在所有使上述不等式成立的与 / 无关的常数 KrG) 中，这是最好 
可能的 . 

[ 证 ] 记不等式左端绝对值号内的表达式为尽 (/ ， 0 .则由 


命题 97, 有 

Kf ， 0 =—^-7 

r in 

所以 


f( r )(x)(B r (t — nx^) — B r (t ))dx. 




B r (t — nx) 一 B r (t) dx 



I B r (^x ) — t ) I dx 



尽⑴ … 令 ⑴. 


另一方面，对任意满足条件 
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M sigti(jB r (《一 723T) — B f ( ^ ) 


0<a:< 


% 


n 


0，1， 


…， n 


1) 


的函数 / o )， 题中的不等式是等式.所以常数 kxg 是最好可能 

的. 


101- 设为正整数.则命题100中的常数瓦/幻适合 


(-ir 


K % v ( X ) 


4^4^+ (1 — 40 〜⑴ 


(2^ + 1) ! 


(2^)! 


0<^< 


1 


2 


(― 1 ) 



+ 1 ( i ) +(3 — 4 艺)万 2 沪(玄) 


( 2 ^ + 1 ) 


(2p)l 


2 


V 


[提示] 


函数史0)=忍2,0)—忍21>(0在[0, 1] 上恰有两个零 


点 / 和 (1 — 艺 ）. 

102. 设 /0 O 是以1为周期的周期函数，对某个正整数/•， 
幻绝对连续，且几乎处处有|/ ( ”00 1 这里见是正的常 

数.则对任意实数£和正整数 W ， 成立不等式 


这里 



f (x)dx -^f 




n 




K r (t)M 


n 


T 



K 2p -Xt)^K 2p . 1 = (-iy + U(l-2- 2p )-^- r 


B 


J^2pC t ) = ^2p 


(-1) 川 4 


2p + i 


4 


( 2 ^ + 1 ) 



并且，在所有使上述不等式成立的与 / 无关的常数中，这里 
的是最好可能的. 

[证]不妨设0<〖<1.写不等式绝对值号内的表达式为 
民(/，则民(/， G 其实与命题100证明中的 R r ( f , G 是相等的. 
于是由命题100得 


• 92 • 


1^,(/, 0I< 


MK r (t) 




但在命题的条件下，上式左端关于/取的上界应与 〖无 关.因此 
右端中的《可以用任意值代入均使不等式成立.于是 


MK 


1 


I 心（/，01< 



4 






M K2P- 1 


2 



2 P -1 


由命题101可知瓦 



4 


k 2 p , 又由命题 100 中的表达式 


直接算出 K 2P ., 


2 


K2P-1J 只要留意 62P 


1 


2 


0 . 


按照我们这样的取法取《，则命题100的证明中构作的那个 


函数将适合 


0 


于是对进行 r 次不定积分后，我们可以适当选取其中的各 
个积分常数使之适合本命题的条件.但我们从命题100的证明中 
已经知道这个函数使不等式成为等式，所以命题给出的常数是最 
好可能的. 

103. 设 / Or ) 是以 2; r 为周期的周期函数， p / O)h = 0 .若 

0 

对某个正整数厂/^^(功绝对连续，且几乎处处有 
则 

max | / O ) | < Z r • (2； r ) r ， 

X 

这里常数昃 r 即如命题102给出者，且在此地是最好可能的. 

(BepHinTeHH) 

[提示]这是命题102的特例. 

104•设/00定义于区间 [ a , 6]，对某个正整数 r *, 是 


• 93 




有界变差的函数.则对任意 〖e[o，i] 和正整数〜有 


b 


n 


a 


fQr)dx = ky^f(a + (i + t)h) 


0 




/(m> ⑷ 艮⑴办 


v 


VI 


V 


f (r 


- 1 ) 


(&)-/ (r ~ 1 ) (q) BUt)h 

ri 


T 


b 


+ rf 


r 


r i 


% ll 々 r V (， (r_1 〉）， 


a 


这里 h 



b 


a 


,v(/( 


r-1) 


)表/( 


r 一 1) 


在 [ a ，&] 上的全变差， 


a 


II 邱 I 表函数在 0 幻 <1 上的最大绝对值，而 




B r ( t ) 

B r ⑴-爭 


(r 为奇数)， 


r 为偶数). 


[证]不妨设0<《<1.若 r 二1，我们添设/(幻至少在 a + 
th,a + ( t + l ) h， …， a ^( t + n - l)h 诸点皆连续（这个假定如何去 

掉，这里不去讲它了，请按注12查找文献).于是，下列积分是存 

在的： 



对此，如同命题97的证明那样进行分部积分，只是以黎曼-斯提捷 
的分部积分原理代替勒贝格积分的分部积分原理，我们得到 



f(x)dx = h^ i f(a J r(i + 0 ^) 

i = 0 



/(v^)( 6 )_f(v^l)( g ) 

VI 


BX t )^ V +Pr* 


然后，我们将 Pr 写成 


p 


r 


r 

r\ 



B 


r 


x—a 

h 


c 


df (卜 ” （ x) 


+ c f (r - l) W-f (r - l> M. k r 9 

rl 


并取 


c 


T[max B r (t) + min )]， 


0<I^1 


即可证得命题 . 


[ 注意 ] 


11^2%|| 


1- 


2 2p 


I ^2 p I • 


105. 设 f"GO 在 [a ， 6] 上绝对连续 . 贝 IJ 


384 


(& 一《) 4 


6 


max (—/ (4 〉（怎）， 0)dx 




a 



<J f(^)dx—-~(b—a)(f(a) +/(6)) + 


+j^b-a)Knb)-f\a)) 




384 


(b — a) 


b 


max(/ (4 〉（ $) ， 0)dx. 


a 


[ 提示 ] 这是命题 104 的特例.请留意 


2 



；// 


(b)-r(a) + 


2 


rw—rw 


V (D | 

V (D | 




b 


(Atkinson) 


max(/ (4 〉 0), 0)dx y 


a 


b 


max (—/ (4 〉 ( 怎 ) ， 0)dx. 


mf 


a 


106. 设 f"00 在 0,6] 上绝对连续 . 贝 Ij 


384 


(b — a) 


4 


max (/ (4) (o:) ? 0)dx 


a 



b 


f(x)dx ― (Jb — d)f 


a 


a + 6 
~ 2 ~ 


» 95 • 




24 


(6 — fl ) 2 (尸 （6) —尸 (《)) 




384 


( b-aY 


b 


max (—/ (4 〉（ x )， 0 )dx 


a 


107. 设 fOO 在 [>，&] 上单调.则随 f 00 之为增或减，相应 


地有 


h : 

8 


[ f (6)- f ( a )] 


0 



a^nh 


K^)dx 


h 


a 


2 


/(«) + f (a + h ) + 


• • • 


+ /(a + (w — l )々）+ j/(a + nh ) 




0 
8 


[尸⑷ 


f (&)] 


[提示]这也是命题 104 的特例.当尸00为增的情形，这是 
鲍利亚 ( G . P 6 lya ，1887—) 和薛戈 ( G . Szeg 6, 1895—）的书上的一 

个习题.当尸00为减的情形，这是华罗庚和王元的一个定理. 

108. (欧拉求和公式）设/ (2 ^00在 [ a ， a + M ] 上为有界变 

差函数，这里 A ; 是正整数.则存在|<1，使 


n 


y^Jja + ih) 


ra + nk 


0 


h 


a 


f ⑷ dx +lM±I^±J^ 


fc - 1 


+ 2々 2 


v 


l B2 


V 


V 


(2 v ) 


[/( 2 v -/( 2 卜 1 >(«)] 


+ h 2k ~ l 


^2 k 


(1—2 一 2fc ) 


(2 左）！ 



2k - 1 ) 


(a + nh ) 


产-” （ a ) 


a+nh 


v (尸一 1 〉) 


a 


[证]于命题 104 置 t =0 ,r = 2 h 即得. 


i 96 • 


109. 记 


〜 =| 厂、⑷办 + /⑷ +/(a + M) 

认 } a 乙 

+ i > 2 v _1 ^ r [ /(2v - 1 〉 （a + w70 — /(2v_1) ⑷]. 


若对 [ a , 6] 上所有的 A 都有/〜如)>0并且/〜+2 如) >0 ,或 
对[>， 6] 上所 有的仏 都有/ 〜 〉 00<0并且/ 〜 +2 如)<0.则 

n 

和 H/(a + M ) 的值介于〜和 0-^-! 之间. 

< = 0 

[证]在本命题的条件下，由命题108可知 

n n 

^]/( a -\- ih )~ a k 与 ^] f(ci + ih )— a k ~ x 

i—0 i~0 

必异号. 

10 0 - 

110. 求和 2] 去. 

fc=l0 

[解] / O 0 = f 3 适合命题109的条件.计算之， 


rlOO 


a 4 


i 0 


dx 

, 0.001 + 0.000001 j 


a? 3 

卜 2 H 

卜 2! 



B, 

4! 


60 
10 



3 


10 


100 


60 


100 




0.0054754142. 


(T 6 = 0.0054754150. 

由 是可知 

too - 

0.0054754142< ^-<0.0054754150. 

*=10 沁 

111. (奥斯特洛格拉茨基求和公式）设 / d 1〉 00 在 [ a ，6] 上 

为有界变差函数，这里&为正 整数. 则存在心 ， K I <1，使 

# 97 一 


n 


s / 


i 


a + ( i — 各 V ' 

1 

L \ 2 厂 

h] 


a + nh 


f(^)dx 


a 


1 c 一 




V 


B 2 


V 


V 


(2v)! 


(1 




2' 2v+1 ) [/ < 2v - 1) (a + ^) 


广 - i ) ⑷] 


h u ~ l 


^2 k 


(2k) i 


(1 — 2，） 


/( 2 卜 ”（a + ;^) 


a + nh 


f (2k 


一 i > 


⑷ v (/( 


2k - 


”） 


a 


(奥斯特洛格拉茨基， B . Ocrporpa^cKHH, 1801 


1861.) 


[证]于命题 104 置# 


2， 


r = 2k 即得. 


112. 试对命题 111 建立与命题109相应的结果. 

113. 设/00是[―1，1]上的有界变差函数.试证高斯-切比 
晓夫 （ C . F . Gauss ，1777— 1855; n . JL He 6 biuieB y 1821—1894) 求 


积公式 


/⑷ 


n 






X 


2 


dx 


n 

n 


2/ 


0 




中的误差项满足不等式 




2n 


(崔锦泰) 


1 


[提示] 


对函数 f(cosx) 应用命题111，取 a 


hb 


l，r 



2 




114. 若 / GO 可微且 FOO 二 n / i — ?尸00在[一 i ， i ] 为有界 


变差函数，则 


\E n (f)\< 


Jt 


16 n 


2 


yw - 
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§5. 微分算子及函数方程在计算中的应用 

微分算子可以看作差分算子的极限情形.它也是一种 

线性算子.在本节中我们仅仅列举少数几个例题，借以表明算子 
zD 在解析计算中的用处. 

谈到函数方程，实际上我们已经在§1的命题17 (欧拉恒等 
式）的证明中遇见过.但在本节中，我们将通过若干著名命题的演 
证步骤，着重显示此类函数方程在计算中所起的关键作用与应用 
方式. 

115. 设 /0 O 为任一多项式= 为一微分算子.试证 

f(zD)z k =f(k)z k . 

[证]设/(功在复数域上被分解成 

/(•^) = c(x — (x —尤 2 )…（怎一怎》). 

则因 

(zD — X n )z k =kz k —X n Z k = (Jc 一 Xa)z k ， 

{zD — X n - 1 ){zD — X n )z k ^ (Jc — Xn—JUc—Xr^Z 11 ，… • 

故依此类推得 

f(zD)z k ^c{h — x x ) — {k — x n )z k =/(々)？• 

116. 设 / OO 为任一整系数的多项式.试证明下级数 

/(( O + qD + A 2 ). …+1 左) +… 

1 ! 2 ! k ! 

之和必为自然对数之底 e 的整数倍. （ Darboux ) 

[提示]只须证明下式中的 〆 幻为一整系数多 项式： 

z k = f(zD)e z — e z g(z). 

10 = 0 • 

因为事实上命题中的级数之和即等于 eg(l) 0 

117 •置 


• 99 • 



( zD) n j 



= l n z + 2 n z 2 + 3 n z 3 



參 _ « 


fn ( z ) 

( l - z) n+l 


(w= 1 ， 2, 3,…） • 

求证 jf w (2) 必为一 w 次多项式，且 / ra (0) 二 0, /„(3 ) = w !. 

( Cesaro ) 

[证]将算子连续 w 次地施行于函数 （1 一幻 ― 1 之上即可 
证明.事实上易算出 

(zD) n (l-z)- l = (zD) n - l (zD)(l-z)- l = (zD) n - 1 z(l-z)- 2 

= (zD) n ~ 2 {z(l-z)- 2 -l-2iz 2 (l-z)- 3 } = — 

= OZ>) w -Wl — 2 广 2 +… +wu w (l — 

={之（1 —幻^十… + (w — l )!#-'。一 之） 

+ niz n }(l-~z)- n ~ 1 . 

由是还可见九（0) = 0，九（1)=則. 

118. 设 / O )， 为任意两个不含非负整根的代数多项式. 


试证函数 



/(0) , f ( l ) 2 , /(2) 

9(0yg(l) ~ h 5 r (2) 




翁籲參 


必满足微分方程 



( Abel ) 


[证]我们知道幂级数在它的.收敛区域的内部是可以逐项微 

分的.因此应用命题115可以得 

% 


9 (zD) $M zk 


oo 

允 = 0 


fw zk 

90) 


lo= o 


oo oo 

- ^2f(zD)z k =f(zD)^2z k =f(zD) (lzl<l). 

fc= 0 jfc= 0 


119 •设 f ( x ), ^>)是两个互质的多项式，其中 〆 幻的次数不 
低于/00的次数并且 〆 0)=0. 又设 〆 O 参 0 (w 二 1，2,3,…）.则 


参 
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下列函数 

y-l , /(l). I /(D/(2)^ ? , /(l)/(2)/(3)^3 

V ~ ^9(1) 9(l)9(2) ^9(l)9(2)g(S) Z 

必满足齐次线性常微分方程 


K4) 


y 



z 


d 


dz 



[提示]显而易见 




h 




h 


k 




10 


g ⑴… 


i ) 




h 


f(zD)zy 


120. 试证函数 


2 


^ 1 + ( f )^；2：! 

适合下列微分方程 


2 


z 2 + 


•籲參 



1.3."(2n — I) 、 2 w 
2.4 … （ 2w) / 


•聲参 


, (1 _^ +(1 _ 2 ,)|_ 4 


y = o 


[提示]此为命题 119 的 特例： 

g(x)=x\f(x)^= 

121. 设将 FO ) = (l — g ^0 (l — g 2 2 )(l — g 3 2) … （| gj < l ) 表成 



幂级数 

F(z) =^ 4 。+ ^ 4 1 2 + ^ 422 2 + ^ 432 3 + …. 


试利用下列函数方程 


• 101 


m 


F ( z ) = (l — qz ) F ( qz ) 


以决定系数 Zn 的数值. 


[解] 


比较函数方程的两端幂级数中 W 项的系数易得 


—^ nQ n —人 




亦即 A 


— l)(w = 1，2, 3,…）.由此逐步递推得 


A 


Q 


^ n ( n + 1) 


n 


( g — l )( g 2 — 1) ••• ( q n — 1) 


(w = 1，2, 3，…） • 


122. 设函数幻已由命题 121 所定义.试决定下列幂级数 


的 系数: 


F ( z ) 


B 0 +15# + B 2 Z 2 + B 3 2 3 + 


[解] 


由 


oo 


Hz ) 


(1 


qz ) F ( qz ) 




^ B n ^ qz )\ 


n = 0 


比较系数得风 （1 — f ) 


B 


n 


iq(n 


1 ， 2 , 3,…）.因此递推得 


B n 




n 


(1 —g) (1 — g 2 )••• (1 --g n ) 


(w = 1，2, 3, 




123. 试决定下列方程中的系数 c G5 Cl ， c 2 ，…， 

( l - hqz )( l -[- qz~ { )(l + q s z)(l + q 3 z ~ l ) 


• • • 


(l + q 2 n - l z)(l + q 


2n^ 一 1 


Co + Ci (之 + 2 ! ) + + z 2 ) + ••• + ( 2 ra + 2 rt ) • 

[提示]令 0 W ( 幻表方程左端的函数，则有函数方程 


^> n ( Q 2 z ) 




1 + g 2 


71 + 


z 




q 2n 


从而得 c v q 2v ^ l (l — q 


2n-2v 


c v+1 (i — 夂 


2n+ 2v + 2 


) 0 = 0 , 1 , 2 , 


•拳豢 


l ), c w = g w2 因此有 


c 


(1 — g 


2« + 2v + 2 


)( l - g 2w+2v + 4 )-( l - g 4n ) 


V 


(1 — g 2 )(l — g 4 ) … （ l - g 2 “) 


Q 


v 


2 


n 
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(v = 0, 1 ，…， w —1). 

124. (雅可比恒等式）设 | g |< l . 则下列等式对 z 乓0是恒等 
式： 

f [ ( l ^ q 2 n - l z)(l + q 2 n - l z - l )( l - q 2n ) = ^ q n 2 z n . 

n = i n = 

(雅可比， K . Jacobi , 1804—1851.) 

[提示]可以由命题 123 通过极限手续来证明.根据该题的 
方程可以置 

n 

IIa + ^- 1 z)(l + q 2 v ~ l z- l )(l — q 2v ) 

V = 1 

[n/2i n 

二忒 0 ( w )+ 2 d v { n ){ z v + z ~ v ) + XI d v ( n )( z v + z ~ v ) 

v = l v = [n/23 + l 

= ^0(72)+^ + s r nj 

此处 d 0 ( n ) = c 0 ( n )( l - q 2 )( l - q ^-( l - q 2n ) 

= ( ll 2 K +2 )( l -0 "(l — 广)， 

夂⑷ = (1 — g 2 叫 +2 )(1 — g 2w+2v+4 ) … （1 — O 

(1 —广 2v+2) … （1 —(v = l ，2, …) • 

由是可知当 kl <工，号时， \ A v { n ) q ~ v2 — \\ = o ( l )( w — OO ). 


故 


[n/23 


zy 2 o + 2_i ) 

v = 1 


[n/2] 

<^\d v (n)-q v 2 \(\z\ v +\z\- v ) 

v = l 


Cn/2l 

o ( l )^\ q \ v \\ z \ v +\ z \- v )^ o ( l ) 




又当时， 

\d v (n)\^f ： a+\q\ 2k )(\qn = K-\qr ( 尤 = 常数）， 

K = 1 
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故 




\q\ v2 (\z\ v ^\z\~ v )~>0 


(n->oo). 


v« [w/2] +1 


所以命 71—00 时便得 


J£(l + g 2v - 1 2)(i + g 2 


V 


z 


)(l-q 2v ) 


V 




忒 o (°°) + (之 V +2 V )，^ o (°°) 


1- 


V 


125. 试证欧拉恒等式 


立 (1-/) 


oo 




S (— 的 



(3n a + n) 


(kl<D 


CO 


[提示] 


此为命题 124( 雅可比恒等式)的特例.只须在该题 


3^ 


中将 g 换作 y 并令 z =- 

126. 试证高斯恒等式 



厂便得. 


i ! 

q 




$ 


OO 


£ 

Q 




^n(n+l) 


(\q\<D 


[提示] 



于命题 124 中将 g 换作 gi 并令 z f ，便有 


co 


n(i 


q 2n )(l + q n 





OO 


w(n+l) 


22> 


A 


n (w+1) 


CO 


n 


又由 §1 的命题 16 的证明可知 


OO 


oo 


n(i 


I 

T 


Q n 



ITa 


Q 


2n 




以此代入上式便得所要证明的结果. 

127. 试证当 | g|<l 时有 


1一 Q 1 — 1 一殳 3 

l + g l + g 2 l + g 3 


1 — 2g + 2g 4 — 2g 9 + 2g 


16 




( Jacobi ) 


[提示] 


于命题 124 取 2： 


1并利用命题16中的等式 即得. 
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128. 试证当 Id <1 时有下列恒 等式： 

oo 

II(n … 9(1 — 产 +*+0(1 — 怎 2fc _) 

71 = 0 

oo 

= ^(- l ) n x kn2+ln 9 

— oo 


oo 

~\[_{l + x 2kn+l6 - l ){l + x 2kn+k + l ){l-x 2kn+Zk ) 

71= 0 

OO 

x kn^+in 

— OO 


[提示]此为命题 124 的特例 : g = ; r fc ，2=± V . 

129. 试证 

OO 

] J (1— a ; 5 n +1 )( l - a : 5 w +4 )( l -严 5 ) 

n=0 

— 00 

[提示]于命题128的第一个恒等式中取& =|-, Z =| 


130- 试证 

oo 

] J ( l - a ; 5 w +2 )( l - a ; 5 n +3 )( l -^ +5 ) 

71 = 0 

= J ^(- iy x i ni5n+1 \ 

— OO 


[提示]于命题128的第一个恒等式中取 A ; 



2 



2 




131. 试证柯西 （ A . L . Cauchy , 1789 


1857) 恒等式 




怎 2m—2)".(i — x 2m-2n^2 


n 


n 


(l — x 2 )(l — x A )-^(l — x 2n ) 




132. 试证 / ⑻ = l ++； s 2 ++?++? + …适合下列函数 
方程： 


，105 t 


^( 1 ^ 2 ) = (1 + ^ 2 )/(^)- 

[提示]显然 /(^)=^ ln ( i ±|). 

133. 试证恒等式 


耳 (1 -产 +1 )(1—产 4 ) 

饥 = 0 \ ’ \ / 

i+S(—ir(J( 5ra2 — n )+j( 5w ’ +w) ) 

n = 1 

= ( l - x )( l - x 2 )( l - x 3 )- J 

[提示]如将右端的分母 （1— 均（1—/)(1— /) …移至等式 

的左端、则可见到本命题实即命题 130 的另一形式. 

134. 试证恒等式 

oo 1 

U(l_ a ； 5m+2v/ 1 _ a .5m+3 ) 

m= 0 7 / 


1 十 2( — l ) n O i(5n2_3w) +^ (5w，+3n) ) 

n = 1 

— {l — x){l — x 2 ){l — x z ) ••• 

135. 々 F 二 F (< x , 灼为任一可表作 《 的幂级数的函数.又令 
字母77表示一种代换手续(可作为运算来看)，其定义为 

r ] F ( a ， x ) = F ( ax , x ). 

试证当 P 适合函数方程 F = V F + ar] 2 F 及条件 F (0, 均=1时，有 


F(a ， x) = l + 



a 2 x 2 





a T x r(r ^ l) 


(1 — x) (1 — x 2 ) (1 — x r ) 


+ 


• • • 


_ 


[证]令厂 =1 + CjCX + C2® 2 + 


# 


则由函数方程得 


1 + CiCX + C 2< X 2 + … 


l + cXaar) +c 2 (aa:) 2 + … 


+a{l + c 1 (a ； r 2 ) +(?2( 似 2 ) 2 + ".}, 
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比较 a 之同次幂的系数，得 


Ci 


1- x ' 


C 2 


X 


2 


1 — x 2 


c 


1 



从而依次递推出 


C r 


X 


r(r -!> 


(1 


or ) (1 — 怎 2 ) “.（1 — f ) 


136. 令 m 表整数 0，1 或 2. 又令 


0 = 1，2, …）. 


oo 




s ( 

r = 0 


l ) r a 2r ^ 


2r ^* r( 5r + l)-mr 


( l - a m x 2 mr ) C r 


此处％ = 0, (7。= 1，而当 r >0 时 


x ^) 


(1— a ) (1 — ax ) … （1 — a ： r r — 


參 


则 


oo 


G 


3 — 饥 


s ( 


l ) W r(5r+1) 


一 （3 — m) r 


(1 —a 


3- m 


x^ m)2r }C 


Ty 


0 


oo 


¥h 


m 




2r ^ r( 5r* + l) + (m-l)r 

X 


(1 


(% 3-m a ： (3^m)(2r+l)| 7? ^ 


OO 


Gm—Gm-l = (1 —QS)g m "" 1 ( — l) r a 


2r ^r(5r+l) + (m-l) r 

oc 


r = 0 


• ( i — a 3 ^ m ^ (3 ~ m)(2r+1) } > 

•vC r = — 0 = 1 ， 2 ), 

其中算子 77 如命题 135 所定义的. 

[提示]由初等计算即可得出. 

137. 设由命题 136 所定义者，又设 

x ) = ( i - a )( i g - t a ) a -«^) ^ (m=M ， 2) 

试证如上所定义的 F 2 ( a , 灼即适合命题 135 中的函数 方程： 

F^ = r}F 2 J rar) 2 F2. 
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[证]由命题 136 的最后一等式我们有 


Fm-F 


Gfn 1 


m— 1 


(1 — a) (1 — aaO (1— 2 ) • • • 


(1—a)a 




3 — m 


(1 —a) (1 —aa;) (1 —aa: 2 ) ••• 






由于％ = 0, Fo = 0, 故于上式中取 m = l 及 m = 2 即得 


F , 


从而 F 2 = i ) F 2 + OL / n 2 F 2 . 


t ] F 2 , F z — F l = ar ] F l . 


138. (罗杰尔-腊曼奴杨的恒等式）设 | d〈l 


则 


⑴1 + 2 


X 


m2 


m 


(1 


无 ）（1 


饥 ) 



0 


(1 


X 


5m+ 1 


)(1 


X 


5m + 4 


( 2 ) 


卜 2 


x 


m(m+ 1 ) 


m 


(1 —(l — ar 2 ) •••(! —a: m ) 



0 


(i 




X 


5m+2\ / i ~5m+3 


)(1 


X 


(罗杰尔， L . J . Roger ; 腊曼奴扬， S . Ramanujan .) 


[证] 


由命题 133 及134,可见只须证 


(3) 1 + 


x 


1 — x 



X 


4 


(1 — a :)( l — o : 2 ) 






1 —a; 2 —a^ + a^ + a: 11 
( l - x)(l — x 2 )(l — x s ) •• 


(4) 1 + 


X 


1 — x 



X 


6 


(1 — a:)(l — a : 2 ) 


l — x — x iJ rx 7 ~hx 


13 


(1 — a;)(l — ar)(l 


a: 3 )- 


由命题 137 可知 F 2 ( a , 均满足函数方程 F 2 = V F 2 + ar ] 2 F 2 j 且心(0, 


尤） 




A (0 ,oO = l . 因此由命题 135 得 


1 + 


a 


1 —x 



a 2 x 2 


( l - x )( l - x 2 ) 


+ ••• + 


a T x nr ^ l) 




+ 
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= F 2 (<^ 1 x) 


_ x) _ 

(1—a)(l—<xa:)(l—aa; 2 )-- 


如在上式中令 a 二 A 则因 

G 2 (x, x) = (1 — x 2 ) — a: 3 (l—a: 6 ) +ar n (l —a: 10 ) — ••• 

^l — X 2 — X 3j rX 9 -\-X u — *^ l , 

故立即得出 （3). 由此可知等式 （1) 成立.又因 



(1 — 怎） （1 一 怎 2 ) 



a 3 x Q 




rjF 


2 


F 


Oria, x) 




故于上式中令 《 = $ 即得 (4)， 从而 (2) 亦获证. 


139. 设 /(a)=/(a ， aO=/^(Q：，aO 


vF 2 ( a ， x ) 


F 2 (a ； r ， 无），其 


中 A ， A 系由命题137所规定.则当 kl < l 时有下列连分式展 
开式成立： 


/( a ) , aa ： ax 2 ax s 

/( aar ) = lTT + 1 + … 


( Ramanujan ) 


[提示]由命题 137 可知 

F 2 (a, x) ^F 2 (ax, x) J r aF 2 {^x 2 , x), 

F 2 (ax, x)^F 2 {ax\x) +axF 2 (ax\x), 等等 • 


又 


f(a) = F l (a, x) = F 2 ( 似， ar) = 1 + 



a 2 ar 4 



• • • 



显然 /( a ) 适合关系 

f(ax n ) = f(ax n+l ) + ax n+ l f(ax n+2 ) • 

故若令 

f(ax n ) f(a) 

w —/(c^ + 1 )， °~f(axy 


则得 


^ n=l + 


ax n+l 

^n + l 
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mtno = /(«) //(^) 可逐步展幵成 


/(a) ax 2 ax z 

f(ax) ~ 1+1+ 1 + …’ 


且由连分式收敛理论不难判定上式当|到<1时为收敛. 


140. 试证下列的腊曼奴扬恒 等式: 


1 + 


x 


X 


X 


3 


1 




x 2 — x zj rx 9 j rx n 


1 + 1 + 1 ••• 


X 


x^-\-x lj rx 


13 


• • • 


(1 




怎 2 )(1 




x 7 )(l — x 12 




(i 一尤 3 )(i 


a: 8 )(l-V 3 ).. 


(1 —a;) (l — a: 6 ) (1 — 无 11 )… （1 — ； r 4 ) (1 一 a: 9 )(l 


尤 14 ) 




[提示]应用命题 139 及 138 即可得出. 

141. 试证命题14中的关于正整数〃的分拆数 〆 满足下 
列递推关 系式： 


p(n)—p(n — l)—p(n — 2) - {-p(n — 5) + ••• 

+ (― + ^ 去左 (3 左 — 1))+ (― l)*》(w — ~^(3& + 1) 

+ ••• = 0 . 

[证]由命题 I 25 的欧拉恒等式，我们有 

n 二 1 

故按命题14,得 

w(3n-1) , An(3n-f 1)^ \( . ■ v 1 ✓、仍 

+ ^ } \[l + 22 p ( n ) x n 

n = 1 / \ 1 



i + S ( 


1) 


n 




由是若将上式左端展开式中 w 项的系数写下来，就得到本命题的 
结果. 

[注意]命题141的递推公式可用以计算的值.不难看 
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出，对于固定的 w 来说，递推公式的项数大约为 . 麦克蒙 
曾用这个递推公式计算至〃 = 200. 例如，他曾算出 

^(200) = 3972999029388. 

但是这样的方法对于较大的 n 来说，在计算上是十分麻烦的.寻 
求很大数值的 K /0 的有效方法已由哈代 （ G . H . Hardy , 1877— 

1947) 与印度数学家腊曼奴扬 ( S . Ramanujan , 1887—1920) 所发 
明，那正是他们合作研究中的最主要成果之一. 

关于第二章的注释 

注 1 . 在§1中，我们 见到： 许多线性不定方程整数解组的计 
算问题，一般地都可以转变成幂级数乘法的计算问题.这种问题 
形式的转变之所以成为可能，其基本原因就 在于： 当几个幂级数连 
乘起来时，各项乘幂之间的结合方式恰好能与各个整数解组的构 
成方式成立 一一^ 对应的关系.换句话说，这种对应关系的存在，正 
是决定着幂级数 工具能 够应用到线性不定方程解的个数问题的关 
键.因此，通常当我们应用这种 工具时 ，最首要的一步，就是必须 
按照整数解组的“构成方式”及其限制条件，适当地配置若干个幂 

级数的乘积,然后再设法寻求乘积级数中的系数（因为系数就代表 
着“构成方式”的个数）.显然§1中的命题 1-16 以及22, 23等， 

都无非是这样一个方法原则的具体运用而已. 

注 2. 命题17 —19的证明方法是特别值得注意的.其方法 

的基本技巧就在于巧妙地引进一个参变量《，然后导出参变量的 
函数所应适合的函数方程，并将方程的每一边都展开成《的 
幕级数.因而在最后，令 a 取特殊数值时也就得出了所要证明的 
欧拉恒等式.显然，我们应该把这些恒等式理解为上述方法运用 
下的自然结果，而方法本身也就隐含了证明步骤. 
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注 3. 例题13只是用来表明这样一个 事实： 以幂级数作为生 
成函数的这一工具，亦能用来解决某些初等概率的计算问题一 
组合概率论中的问题. 

注 t 例题24体现了这样一个组合分析的计算 原则： 涉及自 
然数〃的较为复杂的组合数之计算，可以先设法建立其递推关系 
式.一般说来，递推关系式也就是“差分方程”.对于所建立的差 
分方程，如能求得一般解，这也就是所要求的组合数.即使在不能 
求得差分方程一般解的情形，它也可以用来逐个地计算组合数. 

注 5. 大家知道，线性常系数的差分方程的一般解可借助于 
幂级数作生成函数来求得.例题 24( 还有 25) 则表明某些非线性 
的差分方程亦可借助于幂级数作生成函数来求解.当然，这种解 
一般与二项式系数有关. 

注 6. §2主要是阐述这样一种 技巧： 通过二项式级数的各种 
运算来得到关于二项系数间的关系式.由于这些关系式在解析计 
算中是基本的工具，因而这种技巧的意义是重要的.在这里，下列 
两个二项式级数 

/ fi \ (n + Ic \ 

(1+以= 7 )?， （工 — 尤 ) 十 1 = 2( r 

A ； - 0 ^ = 0 ^ ^ ^ 

最常用到.请注意，前一个展开式系数的“流标在下”，后一个展开 
式的“流标在上”.这一简单的事实对于面临问题时挑选适当的二 
项式是有指导作用的.而例题41的另一证法表明，当一个“流标 
在下” ，一 个“ 流标在上”的两个二项系数相乘时，往往可把“流标集 
中”到一个二项系数中去. 

注 7. 命题48是一对在组合算法中十分有用的互逆公式.这 
对公式的好处就在于它们的简单性和对称性.它们的作用可以从 
例题 49—55 的证明中看出来.但同时必须指出，这对公式在应用 
上也有其局限性.那就是只有当 〆 幻是一个与 n 无关的函数，而 


_ 
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/ 是 7 的“组合变换” 

fin) = y^ t (^\ — l) k g(k) 0 = 0, 1 ， 2, •••) 

时，才能从而得出9亦是/的“组合变换”的结论来. 一 般地，如果 

〆 幻的位置是一个二元函数 〆 t 幻时, 那末互逆公式便未必成立 • 

这一点在应用命题48时是需要留意的. 

注 8. 在范德蒙 （ A. T. Vandermonde, 1735— 1796 ) 恒等式 

(题 35) 和李善兰恒等式(题57，5 8 )的证明中我们用到了所谓“多 

项式恒等原理”.这个原理虽是简单而明白，但用处却不小，因而 

是值得一提的. 

注 9. 在§3中，我们所讨论的算子 △ 是一个以1为步长的差 
分算子.但是这并不损害§3中若干公式的一般性.因为在事实 
上，以00为步长的差分算子乂的作用总是可以通过 △ 来表现 

的： 

△ £ /。)=/(出)-/00=/«寻 + 1))-/«寻)） 

此处 x ’ = xje , g { x f ) = f { ex , ). 

注 10. 牛顿-格雷戈里的插值公式(命题 64) 虽然是数值计算 
的基本工具，但在解析计算中也很有用.我们介绍它的主要兴趣 
在于后者.随着数值分析中样条函数的运用，它作为数值插值问 
题的解答的功能似在减弱，但在解析计算中的作用却仍极大.在 
第四章我们还要回过头来重新讨论这个问题. 

注 11. 伯努利数、伯努利多项式以及伯努利函数是极其重要 
的解析工具.§4的许多命题都表明了这一基本点.例如，命题 
84, 85和9 6 表明只有引入伯努利数才使一些解析表达成为 可能. 
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而命题 103 的伯恩斯坦不等式说明若干函数论中的极值问题与伯 

努利函数有关.伯恩斯坦 ( C . H . BepHinTeHH, 1880—1968) 的这个 

不等式是鲍耳 (Bohr) 的如下不等式的拓 广:若 广 f ( x)dx = 0, 

J 0 

/(2兀）二/(0)且 | 尸⑴ | 则 |/00丨 (0<^< 

2 n ). 显然，伯恩斯坦的拓广亦只有在引入伯努利函数时才有可 
能. 伯恩斯坦的结果已于1964年被莫托尔纳伊 (B. EL MoxopHbiH) 

拓广到同一类函数的光滑模的极值上来.这一拓广同样是以伯努 
利函数为基本工具的. 

注 12. 欧拉一马克劳林公式是十分有力的解析工具.许多 
较为困难的问题通过这个公式变得非常容易，而且结论更为 一般. 
例如，上面提到的伯恩斯坦的结果被轻易地纳入命题 102. 又如 
崔锦泰的定理（命题113)、华罗庚和王元的定理（命题 107) 以及埃 
特金松 ( F . V . Atkinson , 1916—）的定理（命题105不等式的左部) 

都轻易地纳入命题104，便是得力于欧拉-马克劳林公式的缘故. 
命题104当 r > l 的情形是本书两个编者合作的研究成果.它的 

条件较宽，而其表达形式便于应用，并且还能包含经典的估值方法 
(见命题 109). 命题104当 r = l 时的证明较繁，此地没有给出， 

请参见〈4十算数学>>1978年第3期王兴华的文章《关于求积公式的 
若干注记》.命题102亦是王兴华的工作，见《杭州大学学报•自然 
科学版》，1962年第1期. 

注 13. 数值分析的当代发展表明欧拉-马克劳林公式的应用 

是多方面的.我们甚至还可以说它是样条分析的肇端，而伯努利函 

数则是某种样条函数.（关于样条函数，请参见书末文献目录所列 
许玛克 (L. L. Schumaker) 的书: 《样条 函数： 基本理论》. 

注 14. 由§5中的命题115看来，当微分算子 zZ ) 所作成的算 

子多项式 /( d >) 作用于幂级数的各项时，其形式特别简单.正因 
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为这样，我们也就能够顺利地导出阿贝尔的几个命题——118,119- 
及120等题.这些命题主要是针对某种类型的常微分方程，直接给 
出了其级数形式的解答.因而它们是具有一定的应用价值的. 

注 15. §5中的许多著名命题(例如雅可比、高斯、欧拉、拉曼 
奴扬等恒等式）都表现着无穷乘积与无穷级数的联结关系.这些 
关系的获得，主要是利用了函数方程的展开的办法.如同命题17 
的证法一样(参见注2)，函数方程首先是从带有一个参变量 g (或 
«) 的连乘积的构造得来的（见例题121—123)，它可以看作是一种 
关于乘积形式的变量的外部联系，也就是从变量的整个结构形式 
所得出的一种表面的关系.方法的第二个重要步骤，就是必须将 
函数方程加以展开，由是进行系数比较的结果，使得我们能够获得 
变量构造形式之间的内部的联系，也就是得到无穷乘积与无穷级 
数之间的联系. 

注16 .在§5中，劳杰尔-腊曼奴扬恒等式(命题 138) 的证明， 
虽然也是利用了函数方程的办法，但在方法技巧上却是大大提高 
了一步.方法中最主要的一点，是引进了对于参变量的局部性代 
换手续々（见命题 135—137). 这种局部代换手续，实质上就是为 

了使我们有可能对于一个带有参变量的函数及其展开式具有更多 
的变化形式，因而也就使得我们能更多地发现变量结构间的内部 
联系.关于这一点，只要仔细地研究一下命题135—138的证法， 

就会深刻地体会到的.此外，值得提到 的是: 命题138还有别的证 
法，其中最初等的证明，曾由许尔 ( I . Schur , 1875—1941) 所发现， 

他的证明完全根据关于分拆数的组合推理，但其推理步骤也还是 

极其复杂的. 
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第三章不等式 


不等式涉及数量之间大小的比较，而通过比较常能显示出变 
量变化之间相互制约的关系.因此，从某种意义上说，不等式的探 
讨，在数学分析中甚至比等式的推演更为重要.这是很明显的，当 
我们在数学分析中研究和估计变量变化的状态或趋势时，时常要 
用简单熟知的变量与之比较.这样，它们之间可以用等号来联系 
的可能性往往是很小的，而不等关系的存在却反而是常见的.举 


例来说， tgfz 是超越函数，而当 fc 是常数时^^是有理函数， 



下的优美不等式（见例题 144)： 



(0<怎<1). 


从此不等式我们可以得到启发，以结构较为简单的函数代替一个 
超越函数而能保存该超越函数的许多特征，并且损失不多.再如， 

/ 1 71 \l/r 

在下面第二节要介绍的“幂平均值⑷ = 中，只有 

^ 6 i =1 / 

• MiO ) 有如下的加法等式 关系： 

但是利用不等式,我们就能把这个加法关系部分地承袭下来（见命 
题 58): 

M r (a + b)^M r (a)-\-M r (b) 0<1 )， 

M r (a + b)^M r (a)-\-M r (b) (r>l). 

这就说明了不等式的使用为什么反而成为数学分析中的常事. 

当不等式中的变量个数为有限并且联结各个变量的是一些初 
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等运算时，即称此不等式为 有穷不等式. 如果变量的个数增至无 
限，则称为 无穷不等式. 倘若不等式所指示的是某些变量的积分 
值之间的关系，则称 做极分不等式. 

本章共五节，在第一节中，我们列举了若干简单的有穷不等式 
作为例题和习题.在这一节中，利用恒等变形和简单观察、数学归 
纳法以及二次型的推理方法是值得注意的.在第二节我们介绍各 
种平均值的概念与它们之间的不等式.其中特别值得注意的是刻 
划幂平均值的单调性的不等式以及赫尔特 ( O . Holder , 1859— 

1937) 不等式，因为这些不等式在近代数学分析中应用广泛而且方 
便.在第三节我们着重叙述与某些有穷不等式相对应的积分不等 
式及无穷不等式.并且为了论述有关不等式的更一般的方法起 
见，我们通过几个典型的命题简单地介绍了琴生 ( J . L . W . V . Jen ¬ 
sen , 1859— 1925) 关于凸性函数的理论.在第四节我们叙述了各 

种特殊类型的不等式作为补充命题及杂题.在本章的最后一节 
中，我们列举了一些有关常用函数的不等式，这些不等式不仅本身 
颇为有用，它们的证法亦可资进一步熟练不等式技巧之用. 


§1. 若干简单的有穷不等式 


1. 设饥， W 为两个任意的正整数， m <72. 试证 


U 


2/\/ W + 1 




2^/ 




=〈2^/ 


n 


2^ m 


1 • 


[提示] 


易见2〜/左十1 — 2 ^/ 1 c <C 




<2^/lc 


2^/k 


2. 试求 t 


1 .+-^=十 


V"2 



• # • 


vl,000 5 000 


的整数部分 


W . 


[答]利用命题 1 可得 19980 C 1999, 所以1>] = 1998 
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3. 试求 [5( k ] 的值，式中 


1 


x 



1 


VlO.OOO VlO.OOl ^/10,002 


• • • 


+ 


1 


八1，000,000. 


[答] 


利用命题1可得1800<^<1800.02，所以 [50^] 


90000 


4. 利用等式^二；^^(参看第二章命题96)，证明 

1 


n 

6 

* 



n 


n 


<2 


k 2 


< 


Tt 


2 


6 



w + l 


5. 试求与怎= 1 +▲+ 去 + ••• + 奶， 丄， _ 最接近的整 

数 〈怎〉 • 

[答]与命题1和2类似地可得14998.5<^<14999.5,所以 
( x ) = 14999. 


6. 利用等式 l +~^+ y + … +I 二 lnw + y + o ( l ) (其中 v 


为欧拉常数，参见第四章题25)，证明 


In 



< 


1 



■ • • 


3 3^ + 1 1 3 w + 2 


+ 



5n 5% + 1 




37 

60 * 


( Lucic - Djokoric ) 


[证] 


记上式居中的和为 Sn ， 可以算得 


3 


6 


S n — S n 


2 


3n + i 


S 


尸 5 ⑻ 


2 


5n + i 


3 


6 


J^(3n + i)Jl[(5n + i) 


% 


2 


式中 A 00 是 W 的5次多项式，并且系数全是正的.因此久单调 
递减， 

n->oo 

而由已知等式及记法，分别可以算出 
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lim^ n = ln5 — In 3 ， Si — 37/60. 


7. 设 c 为任意正数.则 




2n 


c 


(« 2 + c 2 ) 2 


< 




c 


(Mathieu) 


2 


[证]显然 


n 



2 


2 


2 



c 


4 


n 


2 


c 


4 


2w 


(n 2 j rc 2 —n) {n 2j rc 2 j rn) 


> 


2 w 


(n 2 + c 2 ) 


2 


2 


n 


2 


c 


4 


n 


2 





4 




< 


2 w 


( w 2 + c 2 ) 2 + c 2 


1 ( n 2 + c 2 ) r 


4 


由是我们更确切地得到 


1 


1 


c 


2 




2 


7W + C 2 + 


<s 


2n 


(« 2 + c 2 ) 


< 


c 


m 


2 


+ m + c 2 


2 


令即得所要证的不等式. 

8 . 设都是正整数，则 


( Berg )*〉 


1 


m-n 


(m + l)(w + l ) 




4 
45 


( Griiss ) 


[证] 


记上式左端为 jf(m，n). 贝 IJ /(l，l) = f(l，2)=/(2，l) 


< 


4 


12 45. 

4 


对于 ife = m + w + 2>6, 因为 


1 


(m + l)(w + l) 




(m + n + 2) 


，所以 fOn ， 


左 _1 


w m k 


4 

F 


当左>6时是 


递减的，故 


5 


A = /(2,2)=A. 


*) 本命题是由曼丢 ( E. Mathieu，1835—1890) 猜测而由勃格 (L, Berg) 证明的. 
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9. 设 m 和 w 都是正整数.试证 7 m 和^中较小的一个数 
不超过 VI ". 

[证]不妨设 m < n . 则从而 min (^/ m , 

所以只要证明•设对 
某个整数&>3, 即则 

(k + l ) 3 = k 3 + 3 k 2 + 3 k + l ^ k 3 - h / c - k 2 + k-k + k 2 

<左 3 + 左 3 +左•左 2 = 3 P <3.3* =3* + 、 

所以归纳推理告成. 

10. 所谓斐波那契多项式 T^Or) 是这样定 义的： 

F n (X) — xF n - 1 (^) + F n-2 (^) ) ^ i(a?) = l ， i^2( 怎 )= 怎 * 

试对 w 二 3, 4, …， 证明 

F n (^) 2 <(^ 2 + l) 2 (^ 2 + 2) n - 2 . (Swamy) 

11. 设 a w >0 且 ag< 〜 一a n + 1 (w = l， 2, 3, …）. 试证 〜< 丄. 

n 

[证]由题设 0< a n + 1 < a w (l — a n ). 所以〜<1.设对某个 
w > l ， 〜<丄已成立.由是若则 a n + 1 < a n (l — a n )< a n 

n n + 1 

^7;否则^丄，从而 a n + 1 < a n ^-^—<-^—. 

n^l ?i + l n w + 1% + 1 

12. 设 〜，a 2 ，…， 〜皆大于一 1 且同号.贝 IJ 

(l + fl 1 )(l+a 2 )“. （ l+a rl ) 〉 l+a 1 +a 2 + 〜+ a„. 

( Bernoulli ) 

13•若 a , z 2 , …, 〜皆为正数，且 Ah =1.贝 IJ 

x { J rx 2 + ••• -^Xn^n, 

并且，式中的等号当且仅当 A = a: 2 = M = a: n = l 时成立. 

[证] 〃 =1 时命题天然成立.今假定命题于时已成立， 

从而欲证其于〃二 & + 1 时亦成立.设 … A + 1 = l . 且不妨认 

为诸 A 不全相同，于是必有大于1者，又有小于1者，不妨设 ^i> 

1, x k + 1 < l m 记4% + 1 =义，则由… 0 ：fc = l 和归纳法假设可得 
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V \+ x 2 + ••• + &>&. 因此 




怎2 + 


• • • 


+ x 


fc + 1 


(义+怎 2 4 

+ l+^i 


Jc + l + ix 


A) + A+A + 广怎 lA+i 


x k + \ 


k + 1 


k+l 


1)(1 一 X\)^>h + 1 


归纳证明告成. 

14. 设々，心 


〜都是正数，义，仏， …， 〜是其置换.则 


特别地， 


Xi 

Vi 


X2 

yl 


• • • 




y n 


^1 

x 2 



^1+." +? w -1 

X Z 


X 



n 


怎 n 

怎 1 




[提示] 


利用命题 13. 


15. (平 均值定理) 若干个正数的几何平均值必不大于它们的 


算术平均值. 


[证] 


设 W "， x n 为 n 个正数，以9及 a 分别表其几何平 


均值及算术平 均值: 


\/ x { x 2 ^ m x 


n 


g , 


怎1 +怎2 + • • • +怎 w 


a . 


n 


于是显然有 


OCi 


x 2 


X 


n 


故由命题 13 便得到 


9 


9 


1 . 


9 


Xi 

1 




9 


9 



g = gi +£ 2 + -+^^ 


n 


16. 试证不等式 


nl<C 


n + 1 
~2~ 


n 


( n >2). 


17. 若軋 《 2 ，…，〜都是正数，又 a <0< 反贝 IJ 



d \ + 



• • • 


n 


❹ <(W •〜) W a? + aH ... + 心 




n 


121 ^ 


[提示]利用命题 15. 

18. 设 …，〜都 是正数，则 

(^1 ++ ••• + dn)( -1- h ••• + 

\fll 0,2 / 


[证]于命题17置 一 即可得出 

19. 设.则 


1 ( a - b ) 2 
8 a 




g -\~b 
2 


—〜/ ab ^： 


1 ( a - b ) 2 

S ~~ b 



20. 设 a ， 6, C 都是正数.试证 


a a b b c c >( abc ) 


ct + 6 + c 

~3~ 




并推广之. 

[证] 


不妨设.则 


a a b b c c 


(a&c) (a+6+c)/3 


般地，设则 




nay 一 

( Ua ^^ 

所以对任意 w 个正数 a ( (i = 



1，2〜，/0，有 


UaVXTla ,)^ . 

21. 试证，关于绝对值的不等式 |« + &|<| a | + |6| 可以做如 


下的 拓广： 

| a | + 1 6 1 + | c | — 1 6 + c | — | c + a | — \ct-\-b \ + |a + 6 + c|>0 ， 

( Hlawka ) 


但不能对 n >4 拓广成 

n 

2 1〜丨 —2 \ a i +(l ^ + 2 1%+〜+〜 I —" 

1 i <j %<)<k 

十（一 I ) 71-1 I A + (*2 + ••• + 〜I ^0. 
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( Luxemburg ) 



[证]我们有 

(|fl| + 1 6 1 + I c [ — 16 + c [ 一 |c + a| — I a + 61 + | o + 6 + c |) 

•(|a| + |6| 十 Ic| + |a + 6 + c|) 

= (|6| + |c| — |6 + c|)(|a| — |6 + c| + |a + 6 + c|) 

+ (|c| + \ a \ — |c + a|)(|6| — | c + a| + |a + 6 + c|) 

+ (l a l + 丨石 1 — I a + 61) ( I c I — \ a~\~b \ + I a + 6 + c I )^0. 

所 以第一 个不等 式成立.当 时第二个不 等式对 


不成立 . 



22. 试证，当 a;>0 时 



x 


X 


2 


X 


3 


21 


31 


+ 


• • • 



X 


2Je 


(2k)i 


> 0 . 


[ 提示 ] 




x 2k 


k 





__ 

(2v + l)i (左 + v) 


23. 设 $>0 ， a; 乓 1 ，又设爲是正整数，则 


X — 



x 


71 


〉2於 



[ 证 ] 事实上， 

O n+1 + l)O w —l)/O-l) = ( 0 ； /i+1 +l)O n - 1 +:r n - 2 + — + l) 

^x n ^{x h -^^j>2nx\ 

24. 设实数 a 满足 0<a<l. 则对大于 g 的整数 & 和任意 


正整数 w 成立下列不 等式 : 




• •• 



>1 +a. 


(Kirov) 


• 223 


参 


[证] 


记上式左端的和狀_士++>4^， y > o ，， 


每）得 



上 H — — 

n nJc—1 



( 






4 


n(Jc + l) — l 


4(k-l) 4(k-l) 

Jc + l — l/n k + 1 


于是由题设得 


s>2J ^r> 1+ ^ 


n 


设2, 


g, W>2. 则对每个 i = 1 ， 2,…， w 


w 

% 


i <k 


V 

n 


n 


n 



V 2 


2n 




n 


q<Xi 


n n 



V 


2n 


n 


Q 


(Laguerre) 


n 


[证] 


由题设 




2 


2g . 从而 


0^^(x i —x k ) 2 =(n — l)^x 2 i —2q= (n — l)p 


2 


2nq. 


i <k 


■ 

% 


2n 


即是说，於个数的咖之_ ^^>0 ㈣ 系. ㈣ 这 


个关系应用于除 A 外的其余 W 


1个叼: 


2心 H ， 


2 




Q 




1 


i ^ j < k^i 


得 


( p - Xi) 2 — 2 ^ n ~P ( q - pXi + x ^^ O . 


n — 2 


即 
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nx\ 一 2tjpx^ +2( 林 _ 1)2 — (w_ 


由于左边这个二次式的判别式 ( n - l ) 2 ( p 2 — ^^^为非负，故其 

自变量 A 必介于其两实零点之间. 

26. (柯西不等式） 设化和心均为任意实数 0 二1， 2, …， n ). 

则 



并且，式中等号当且仅当 a k / b k 为一常数时适用. 

[证]用配方法证明最为容易.事实上， 

i—a jb k ~) 2 ^0 . 

我们还能避免两重和的出现.因为，对任何有 


2 i> 〜 =i: 

iiii 

取又使 

1 Z 1 

即得所要证的结论， 

[另证]亦可应用二元二次型的正定原理来证.显然 





为 x ， y 的正定二次型，故其判别式不能取 正值： 

(|>九) 2 -(牵《1)(|>0<(). 

27•设6。6 2 ,…， 6 W 是实数而又设 
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试证 


+ a 2 + …+ <^<6】 + 6 2 + … + h ( 壳 =1 ， 2, •••, w). 


a \-\- a \-\~ ••• + &! + ••• 

[证]令‘ +1 =0. 以 a , —心 +1 乘题设不等式的两端并对左 
从1到抑作和，得 

^2 al < y ^ akb k . 

1 1 

两端平方，并应用柯西不等式(命题26)，得 

(±^^± a k b t ) 2 <(_«!)(—)• 

28 . (切比晓夫不 等式）设 — b 》 b2^^“>b n . 

则 

( n \ / n \ n 

> Ji 〉' bk 

并且，式中的等号当且仅当 A = a 二…二〜或卜= 6 2 = … = 6/* 时 
适用. 

[证]显然 


n 


n 


n 


n 


n 


n 




k 




罾 

) 


2 2( 〜 6 k — a k bj) 


1 


1 


n 


n 


MMPP* 




aA ) 


n 


n 


2 


^rdjbj — a k bj~Ujb k ) 


n 


n 


2 


2 2 ( a * — A ) (心 一 bj )>0. 


29 . 若于命题 28 中记 


v 


V 


V 



V 


^ ^ i a k bk 


2心 


1， 
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贝 IJ 


(Janie) 


[证] 


v 

Z> v + 1 —Z> v = 2(a 

/C = 1 



) (b k —b v + i)^0. 


[注意]本题给出切比晓夫不等式的归纳证明. 

30. 设仏>0,黾 >0( 左=1，2,…，；0.又设 r >0, 贝 IJ 


式中等号当且仅当〜时适用. 




31. (琴生不等式）设心〜 ，…， 〜均为正数.又设 0< r < s . 



[证]通过恒等变形并利用 V 〃<#0<$<1)这一明显事 



[另证 ]令 f ( a u a 2 , …， a w ) = (2 a 0 1/s ，则 f (入 a u — , Aa n ) = 

A /(« i ,-, a n ). 故琴生不等式之两端皆为诸％的一次齐次式 • 因 
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之，于两端乘以适当的 A 并将换写成新的 化时， 总可使 
~ 1. 由是 = ( O s "，2 a |<2 crS = 1. 从而 

(n \" s ( n 

以上命 2< = 1 的过程常称为标准化过程.标准化过程常常 
能将证明的推理变得简单. 

32•设〜， a 2 , … ，〜和 仏，6 2 ,…，\都是实数，并且 

b \ 一 b \ —… 一 的〉0或 af — a \ 一…一 Gn ^> 0 » 

则 （a? — a \ 一 …一 a 2 n ) ( b \ 一 b \ — …一 的） 

<Xdibi — a 2 b 2 — … 一 a „& w ) 2 ， 

式中的等号当且仅当〜和6,成比例时适用. （Acz61) 

[证]设〜 和心不 成比例，且的一的 - b 2 n > 0 . 则二次 

函数 

/ (^) — (^1 — b \ —…一 bn)x 2 — 2(a { bi — — •“ — a rfin)^ 

+ («? — «! - «n) 

— (& i ^ — 0 >\) 2 — Cb 2 x — a 2 ) 2 — … 一 ( b n x — a n ) 2 

的首项系数为正，且故其判别式必正.由是即得所欲 
证的不等式. 

33•设〜 （乓 0) 和心(左=1，2, …， 妁都是实数，并且 

(左=1，2, …， w). 



n n n 

U6| + wi/Daf<(w + i/) ^2a k b k , 

1 1 1 


式中的等号当且仅当 ~ 二 rncntlM =Ma k 时适用. 

( Diaz - Metcalf ) 

[证]将下列不等式对&从 1 到 w 作和 即可： 
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(m + M)a k b k —bl — mMa 2 k 




h 




34 •设0〈饥 2 <~ <1/ 2 (及=1，2, …， n ). 贝 I 




rriimo 

W^M 





〉 b k 

i 



( Polya - Szego ) 


[证] 


所以 


n 


n 


2 


a 


2 




1/2 


>0 


n 


1 X 2 



又于命题 33 置 m 二 m 2 lM u M — M 2 lm u 得 








由是不难得到题中的不等式. 

[注意]柯西不等式是用 ^ al ^ bl 估计(2化心） 2 的上限，本 

命题则是在一定的条件下用估计 (2 化 ~) 2 的下限.也可 

以说是柯西不等式的逆转. 

35. 试证不等式 



此地 = 2, ••• ， w). (KaHTopoBHq) 

36•设心《 2 ,… ，〜和 6 i ， 6 2 ,…，是两个不成比例的实数列 
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( 即各个比 (A : &i) 不全相同） . 又设实数列 A ， $2 , …，〜 满足 



式中的等号当且仅当％二 4((=1 ， 2, … ， 幻时适用，此地 



( Ostrowski ) 


[提示] + 2(怎厂 o 2 . 

1 1 1 

37. 设实数列 A , a 2 , …， 〜和心，6 2 , …, 6 n ( w >2) 满足 
Ojbi(i¥^j). KlJ 




(樊璣 - Todd ) 




ajbi — aibj 9 


利用命题 36. 


§2. 平均值与有穷不等式 

本节出现的命题，例题及习题，主要是有关各种平均值之间的 
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大小关系.以下所考虑的常限于非负实数序列 


⑷： a " a 2 , …， a n ; (6): & 2 , •••，等. 

倘有不同时为零的实数 A 和#使;1%="心对每个& = 1，2 
都成立，便说 ( a ) 和 (6) 成比例. 


it 


设我们定义 


1/T 


n 


l/r 


M r ( a ) 


2o 


r 


n 


n 


2, 




k 


M r ( a ) = 0( 若 r <0 且至少有一个 =0)， 


A ( a ) — M l ( a )=—( a 1 

n 


«2H - h«n)i 





+ 


a 2 


+ ••• + 


a 



G ( a ) = ( xca ) 


\/n 




• • 


«n) 


1/ 


其中 尨， 称为 r 次幂平均值， 乂称为 算术平均值， 丑称为调 和平均 
值， G 称为 几何平均值， • A 和丑都是災，的特例 ，更 普遍些，还有 
所 谓加杈平均值 ，即 

M r (a) =M r (a, p) = (2 沪 a r /2 尸 ） 1/r ， 

G(a) = G(a, p) = (jta p ) inp , 

这里 00: … ，化 是一个正数序列，称 为杈. 加权平均值 A(a) 

和 H(a) 亦依 il/Ja) 和 JZ-Xa) 而得到定义. 

对于加权平均值，我们可以进行标准化使 = 1. 此时多约 
定以2记： 

M r = M r (a, q) = (2ga r ) 1/r (2g = l), 

G = G(a, q) = jca q (2g = 1). 

当均 匀加杈 ，即1 = — 时，加权平均值就变成通 

常的幂平均值.以后如无特別声明，不等式中的平均值均系指加 
权平均值而言;但倘若同时有几个平均值居于一式之中，则一般认 
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为其权 00 是相同的.其实，从通常的幂平均值出发，只要经过一 
次适当的极限手续就能获得一般的加权平均值.例如设&，•••，〜 
是 w 个确定正数 (2g=l). 则可选择 72— 1列有理数序列 

(左=1， …， w— 1)，使当 V—oo 时%(左 二 1， …， n —1). 又取 

n — 1 

s ( w v) = l — ，则 4 v ) -> 对于每一个确定的 V而言，令 si v) ， 

lo = 1 

…， 4 V) 的公分母为则 

si v) = N y9h / N v (Jc = l , 2 , …， n )， 


此处为正整数，且如是，即可看做下 

Jfe =1 


列幂平均值的极限 (v->oo): 


M r (a 9 s (v) ) 



由于不等关系“<”和“>”在极限过程中仍能保持，所以许多不等 
式命题尽管就加权平均值立论，但其证明则只要考虑通常的幂平 
均值的情形也就 够了： 

关于平均值，有下列诸简单 关系： 

M r (a) = {A(a r )} 1/r , G(a)=e A(lQa \ 


l ⑻：卿严 


A(a + b)=A(a)+A(b), G(ab) = G(a)G(b). 

38. 若 r*>0, 且％， a 2 , …，不全相同.贝 IJ 

Min(a )< J/ r (a )< Max(a). 

39. 若〜，％，…，〜不全相同，且无一为零.贝 IJ 

Min(a)<6 ? (a)<Max(a). 

40. 成立等式 G(a) = limJ/ r (a) (因此命 il/o(a) = G(a)). 

T 今 0 

[证]若一切 a 皆为正，则由 « r -e rlna -l + rlno + 0(r 2 ) 
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( t *—>0), 易得 


M r (a) =M r {a, q) =exp 





ln(l + r2glna + 0(r 2 )) 



-> exp (2 glna ) = na q = G { a ) ( r ^ O ). 

若有某几个 a 为零，其余正的 a 以 b 表之，并以 s 表对应于&的权 

《•则 

M r ( a , q ) = (2 ga r ) 1/r = (2 s 6 r ) 1/r 

= (^ s ) 1/ r M r ( b , s r ) ( s ’ = s /25). 

当 r *—0+ 时，依上所证 M r ( b ， s f )^ G ( b , V ) 而 (2 s ) 1 〃由于 25<1 
而趋于 0. 所以 M r ( a , q )~^0 = G ( a ). 又当 r ^0 _ 时，因为对 r <0 

有 = 故此极限式亦得成立.本命题证毕. 

41. 成立等式 limilf r ( a ) = Max ( a )， limlf r ( a ) = Min ( a ). 

T ->oo 今一 oo 

[证]设 A ^ MaxCa ). 则由 

q j l , r a ^(^ t q k a r k y ,r = M T { a )^ a 5 

可得 lim M r ( a ) = a ) 二 Max ( a ). 又 

T - ><» 

42 •设 r >0, 且一切 a 不全相等，则 M r ( a )< M 2 r ( a ). 

[证]于命题 3 0 取 p 二 g ，2 g = l ， 并将所得不等式两端配乘 



2r 


次方幂即得. 


43. (基本不等式） G ( c 0<4 O )， 并且等号当且仅当诸 a 全等 
时适用. 

[证]设诸 a 并非全等，则由命题42和40,有 

A(a)=M 1 (a)>M 1 (a)>M x 丄 （ a)->G(a) 


(v->co). 


• 133 


_ 



[注意]本命题是上节平均值定理(命题 15) 的拓广，它表明 
在最一般的意义上，算术平均值常大于几何平均值.它也可以表 
示成下列形式之一(设诸 a 不全 同)： 

ah 卜••々< 卜+ ㈣ 十…+从 丫〜.’" 

\ Vx J rV2 J \ - +?n / ’ 

a? 1 a| 2 ".a^<g 1 a 1 + g 2 a 2 + … (2g = l). 

44. (赫尔特不等式）设 a , 0，… ，乂 皆为正，且 a + )S + … +A 



式中等号当且仅当 ( a ) ， （6) ，…， （ Z ) 中存在一组与各组皆成比例时 
适用. 

[证]我们可做如下的推导，其中不等式是据命题43: 


W … V 

(2 a ) a (26)^-..(20 A 







= : =05*1 + P.1 + … + A.1 = 1. 


等号成立的条件是 | = = = …， W ， 即00, 

(&)，…， G ) 皆成比例. 

45. 设00,（6)，…， （ Z ) 内各数均不为零，且各组并非皆成比 
例.则 

G(^a) + G(6) + …+ (x( Z) <C.G(^a + 6 + …+ Z). 

46. 设 r *， a:，A …，乂皆为正数，且 a + … + A = 1. 试证 


M T (ab … lXM T/a (a)M r/fi (b) … 
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47. 设左和 f 为二共轭实数，即 = 1 (^, k f ^0, 1). 
则 

n / n \ 1 /* / n \l/^^ 

2 ZX (2 w ) a > D , 

V = l \ p=l / \ V = 1 / 

n / n \ l/ fc / n 

Z ； aA >( ZX ( 2^/ ) ^<1). 

v = 1 \ v = 1 / \ v = 1 】 

第一个不等式中的等号当且仅当 （《 fc ) 和 (V) 成比例时适用，第二 
个不等式中的等号除了当 （a fc ) 和（V)成比例时适用之外，尚对 

(«幻内各数全为零的情形适用，此外不等号是严格的. 

[注意]命题45, 46和47的两式均可由命题44得出.事实上， 
倘若把 a, 怂…，;I看成权心 g 2 , …，〜 ，把〜乂，…， L 看成组 (a)， 
把《2,心，…， L 看成组(6)， •• •，把〜,\，…， L 看成组（^)，即得命 
题 45. 而倘若把(《0,（6)，…， U) 分别看成 (ga〃 a )， (的， ，…， 
«), 即得命题 46. 又把命题44应用于 (M )，（V)两个组并把 

分别看作+，+，即得命题47的第 一式; 应用于(以)，（^)两 
个组并把 a, P 分别看作&和1一由于 


_1 — J ) 

(a P b v ) k (b k v f ) ] ~ k =a k v b k v b k v ~ 1 =aj. 

且因为&与 f 中至少有一个为正，故不妨设&>0,所以得 



显然这就是命题47的笫二式.另外，命题47的第二式亦可化归第 
一式.命题47的第一式最为常用，通常所谓赫尔特不等式多是指 
它而言.而显然，命题26的柯西不等式是它的一个特例. 

48. 设 ( a )，（&) 为任意两组复数，又 &> M ' 与 &共轭 .则 

n / n \"Y n \ 1A， 

2 >a < z ： 队 r 

v 1 \ y = 1 / \ y = 1 / 
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49. 设 &>1， F 与&共轭， B 为一正的 常数. 则使 

^2a k v ^A 

V = 1 

成立的充要条 件为: 对一切满足的 (6) 皆有 






[证]条件的必要性由赫尔特不等式立刻得到.关于条件充 
分性的结论可看作赫尔特不等式的逆命题.今用反证法证明之. 


n 

倘若则可适当选取使 

v = 1 

常数， fy v ，= B . 

v = 1 


如是由命题47得出 



>A l/k B l/k \ 


此与原设条件不合.故必 

V = 1 


50. 设 r < s . 则 

[证]先设 0< r < s . 此时可令 r = a : s ，0< a < l . 于是 

2ga r = 2g a a as -g 1 ' a <(2ga s ) a (2g) 1_a = (2ga s ) a , 

这里 2 g = l . 从而 

(2ga r ) 1/r <(2ga s ) a/r = (2ga s ) 1/4 . 

再设 r = 0 O . 此时由命题40, 43可知 

(ilf 0 (a)) s = (limJ/ r (a)) s = (G(a )) 5 = G(a s )<^(a 8 ) 

7 呤 0 

= (M s (a)) 8 . 

最后，当 r * O <0 及 r<s = 0 时，根据命题37中之一等式 

{ M r { a ^) y \ 此最后情形即可转化为幵始讨论的两种 



情形 


51. 若 u 2 , …，〜都是正数，又.贝 lj 

( af +^2 H - (-ag ) 1/g <( fl^ +a p 2 H - 

式中的等号当且仅当％ = 〜 = 〜时适用. 

52. 设〜，~ ，〜均 为正数，试证不等式 

( fli&iCx + a 2 6 2 c 2 H - \- a n b n c n ) z 

+ al + … + a 》） （6》+ 6! + …+ 6|) 

( c \ + c 含 + … + cj ). 

53. 求证若 z + y + 2 = 6, 则必有 / + y 2 + ； s 2 >12， 这里 n , 
z 皆为非负. 

[提示]于命题51 取 a x = x , a 2 = y , a 3 = ； s ， a=l 及 p = 2 . 

54. 求证若; r ， y ， 2 为满足 x 2 + y 2 -\- z 2 ^ S 的正数，则 


怎 3 + 夕 3 + 2 3 >16 



2 

3 



55. (利雅普诺夫不等式）设义，《 2 , …，〜 为不全相等的正数. 

若000<《，则 


(M s (a)Y < {(M r (a)y) ^{{M t {a)y} ^ . 

(利雅普诺夫， A. M. JlnnyHOB, 1857—1918.) 

[证]置 5 = 7^+<(1—《)，0<05<1.则所证不等式变成 

'Zqa 8 <('2qa r ) a (Hqa t ) 1 ~ <x . 

这个不等式可由将赫尔特不等式(命题 44) 应用于 ( gf ) 和两 
个组而得到.由于一切 a 不全等，故 (gf )， （ga 4 ) 不成比例，从而 
不等式是严格的. 

[注意] 如令 = 则利雅普诺夫不等式亦可改写 


作 
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凡 具备上述性质的函数 4(3) 即称为 （严格）下凸函数， 因为这时 y 
=40) 的图象是平面上的一条(严格)下凸曲线.据此定义，可知 
利雅普诺夫不等式亦即表明 In Ml = slnJ / s ( a ) 为 s 的(严格)下凸 

函数. 

56. 对不全等的 fl ， 写& 试证当 0< r < s < 《时 
有 

« 

[提示]可应用利雅普诺夫不等式.事实上 ，& = / r . 

57. 设00,（6)，…， G ) 中各数皆为正，又05,仏…，2为一组正 
数且05 +沒+…+ A 〉1 •贝 IJ 






• •參 


n 

/C=l 


(Jensen) 








[提示]应用命题44和31即可推得. 

58. (闵科夫斯基不等式） 设 r 异于0及1.贝 IJ 





n 

2 (%+… 

& =i 


+ ^k) r 



—• • • 


+ … 




0 < 1 ) 



以上二式中任何一式的等号，在 r >0 时当且仅当 ( a )， （6)，…， （ Z ) 
两两互成比例时适用，在 r <0 时还对至少有一个 &使心 = ： b k = 


參 
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… = h =0 的情形适用，此外不等式是严格的. 

(闵科夫斯基 ， H . Minkowski , 1864—1909.) 

[证]本命题可由赫尔特不等式(命题 47) 推出来.例如当 r 
>1时，有 

+6 fc + …+ Z * ) r (写〜 + 6)5； + …+ L ) 

= 2a fc s r k ~ 1 + 26^. 5^ _l + … + 

^( airisl )^ + …+ 2(4)+(以 〆 

= {(2< r + … + 

把等式右端的公因子除左端即得第一个不等式. 

59. 设7*>0且 7*7^1. 试证 

2( a fc + b h + …+ 1 k ) r 〉2 a 【 + + …+ 2“ ( r *〉 l )， 

2(a fc + b k + …+ “ ) r <C2a J + 26J + … + 2ZJ 
此地 ( a *，6 fc ， …，“）^(0, 0,…， 0) (办=1，2,…， w ). 

60. 设7»>0,命 /? = min { l / r ，1}. 贝 lj 

{2(〜+~ +… + ZJ } 及 <(沉) 5 +(颂)丑+… 

+ (风)' 

[提示]这是命题 5 8和 5 9的综合题. 

61. 试证不等式 

(怎1 +怎2) 2 + (夕1 + 夕2) 2 + (X + 之2) 2 

x\-\-y\- [- z\ -{- \/ x\ ^ y\ -\- z\ . 

62. 若 ( a fc — 〜）（匕一 ~)>0 对一切 U = l ，2, …， w 皆成立， 

即称 (《) 与 00 成似序，若相反的不等式常成立，即称成反序.今设 
( a ) 与 (6) 成似序，且 r >0. 则当 Q ) 和 (6) 都不是常数列时，有 

M r ( a ) M r ( b )< M r ( ab ). ( He 6 bimeB ) 
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[提示]此为命题28的一般形式，其证法亦 类似: 


=备22 ㈣ (《)(6卜6;)>0 



63. 本题和以下二题中的三个平均值是就加权均勻者而言， 


目 M ( a )= f 2 a J ⑷阶），…,)' 试证，下 
列关系 


2 


(A(a)+H(a))^G(a), 


当 n = 2 时成立而当 〃>3时未必成立. 

64. 试证对一切不全相等的正数七，《 2 ,…，〜而言，常有不等 
式 

工 l< A S a) ~ H J a }<n. 



65. 试证当时成立不等式 

(A(a)) n ~ l H(a)^(G(a)y n ^A(a)(H(a)) n - 1 . (Sierpinski) 
[证]当 w = 2 时这是等式.今设 w >2 .记 




G n 



为证左边的不等式（右边亦类似)，命 


f (^n) ~ — l)ln^4(a) + InjfiT(a) — In) n 


(w —— 1> In ((w —— l)A d +« n ) —— In 
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一 lnd n — — (^n 一 2) lnw . 

容易验证当 ir > a :。 时 /' O )>0 而当 z < ir 。时 f ( x )<0 9 这里 x 0 = 
( n - l ) A d - H d _^ 因此 /(〜)>/(&). 这就给出不等式 

n—2 

A n ~ x H ^({ n - l ) 2 A d - H d \ n ~ 2 H d ^ A n d ~ 2 H d 
G n n ( n -2) / G 】- 1 〆 ⑺- 1 • 

由是命题依完全归纳法原理而得证. 

66 •设 OCaCaO . C ；^， 0<^<心0.<〜.试证不等 

式 

Yx\y\l^kVk >^x\!^x k (Laplace) 

[提示]用归纳法来证明. 

67. 设 -1,2, …，幻.记5 = 2试证不等 

式 

(Shapiro) 

^•1 — a fc n-S 

[证]这实际上是切比晓夫不等式（命题 28) 的特例.不妨 
设可见与 1 — 〜成反序，故应用命题 28( 其 

丄 — ％ 

中不等号应反向）立即得到 

nS — n^a k Qfc — ^(1 —) 

上式两端除以 n - S 就是命题中的不等式. 

§3. 积分不等式、无穷不等式及函数的凸性 

对应于上节中所叙述的各种平均值，在这里我们可以给连续 
函数(或可积分函数)规定出若干相类似的平均值.其差别不过是 
把和式改成积分就是了.例如，若设 /( 功为定义在区间 [ a ， 々]上 
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的一个下界为正值的可积函数，则 / 的算术平均值、几何平均值、 
调和平均值以及 r 次幂平均值可分别定义如下 Oi <^2,下 同)： 

二 —-— [ f(jjc 、 dx ， 


G (/) 二 exp 



丑 （ f) = 


X 2 —Xi 



dx 

700 


MrU) = \ x 2 



(f(^)ydx 



这些平均值都是上一节所述平均值的极限情形.例如 M r ( f ) 就是 
一种加权平均值的极限 1 

M r ( f )= lim P A |l / / "-T /r - Hm M r ( f ( i *) 9 M )- 

Al 今 0( J A 1-^0 

从有穷不等式导出积分不等式及无穷不等式时，主要系根据 

这样一个原则，即通过极限手续时不等式中的不等号至多只能添 

加等号，而不能改变不等号所指示的大小方向.例如， 若扒 n ) 
<. P ( n ), 且 lim / S ^ w )， limP ( w ) 都存在，则必有 \ imS ( n )^\ imP ( n ). 

有一系列的不等式，均与凸性函数有关.设400是定义在区 
间[>1，^2]上的一个函数.要是对于[>1， ^2] 中的任意两个值<1， 
“常保持 


我们就称^ >) 是一个下凸 函数. 如果不等号反其方向，即名之为 
上凸 函数. 要是式中的等号仅对成立，则分别称之为严格 


1) 因而这里所说的积分系指黎曼意义的，虽然本节所论的不等式大多对勒贝格 
积分也依然有效. 
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下凸函数与严格上凸函数.关于凸性函数的理论基础主要是由琴 
生于1906年左右所奠立. 

68. 设/00在[^ 2 ]上的下界 为正: inf/O；)>0. 则显然有 


G(f) 


= G 


=A 



= Mf) + A(g), 

G(f*g)=G(f).G(g )， \nG(f) =A(\nf). 

69. 设 / O) 是 [ a , z 2 ] 上的下界为正的可积函数.则 

[提示]由有穷不等式经过极限 
手续即可获得. 

70•设 / O) 是[^， A] 上的正值连续函数(或下界为正的可积、 
函数)，则当时有 




x 2 


Xi 


(f ( 工 ） ydx 


1/r 






x 2 


Xi 


(f^)ydx 


\/S 


m 



71. (布涅可夫斯基不等式）设 /O) 和 gO) 都是 [〜h] 上的 


可积函数.则 


2 


f ( x ) g ( x )\ dx ) < 





/ 


f { x) 2 dx 



g ( x ) 2 dx . 



(布涅可夫斯基， V. J. Buniakowski， 1804— 1889* ) 

72. (赫尔特不等式）设 / O) 和叭幻为可积函数，又设义 和兑 


为一对共轭 正数： 


P 


<1 




1•则 


2 


I/O) 分 o)| 



2 


\f(^)\ p dx 




i/p 


2 


\g(^)\ 9 dx 


Wq 



73 •设 a， 仏 •••，A 为一组正数，而 a + )8 + … +A = 1 


则 


广 /V… 

J Xi 


h A dx 
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此处 fOO, 皆是下界为正的可积函数. 


[证]由关于平均值的基本不等式(命题 43 ) 可知 


f a g p … h 入 dx 



74 . 试由命题 73 导出命题 72 并从而导出命题 66 . 

75 . (闵科夫斯基不等式）设》> 1 .又设/ 00 和 firOr ) 均为可 

积函数.则 



\f( x )+g( x )\ F dx 




2 


1 / 0 ) 1 % 


1/p 




2 


\g(^)\ p dx 


wp 


m 



76 . 试将命题 75 写成更一般的形式，并证明当 0 < p < l 时有 



C / + ST + …+ 办 ） ？ & 





其中/， g ， …， A 都是下界为正的可积函数. 

77 . 试将利雅普诺夫不等式 MMMl )^{M\ 
( 0 < r < s <《） 转变为相应的积分不等式. 

78 . 若 (/(>!) —— 对一切 a 和； r ? 均 

成立，则称/和 9 成似序.倘反向的不等式常成立，则称成反序. 


參 


144 


m 



求证当 / 和 9 成似序时，有 


b 


f(^)dx 


a 


g(x)dx^(b — a) 


a 


f{x)g{x)dx. 


又若 f 和 9 成反序，则不等号反向. （HeemneB) 

79. 试观察何以琴生不等式 

S s (a)^S r (a) (0<r<s) 

不可能有相应的积分不等式. 

[提示]注意许多有相应积分不等式的有穷不等式，其中符 
号2在不等式两端出现的次数(或幂)常常是齐次的.例如下列不 
等式的两端，所含2的幂次均为2: 



也正因为这样，对于每一个和2总可以附乘一个因子 ~^ = A^ 而 

n 

当 oo (即 Az—O) 时也就得到了积分形式的不等式. 

80. 试从柯西的以及赫尔特的有穷不等式导出其相应的无穷 
不等式. 

81. 设 r *> l ， g w >0, 〜 >0，《讎>0•则 

! oo / oo \ r \ 1/r oo (co \ ^/ r 

〉 ]] Vm^mn j f ] Pmi 〉 ] Qn^mn J 

n = l \m= 1 J J 1 \ n = l J 

(Minkowski) 


[证]由同名的有穷不等式(命题 5 8) 得 

(n ( m m ( n \l /r 

( V = 1 = 1 J J Ai = l \ ^ = 1 J 

令 w —> oo , m—>co, 即得本命题. 

82. 设 ( a ) :心〜，…，〜 ，…； （6); O ) 是三列正数的无穷序列. 


试根据切比晓夫不等式证明： （i) 若 (a) 与 (6) 成似序，则;2仏〜心 

71 = 1 


參 
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和的收敛性蕴含 〜和 的收 敛性； （ ii ) 若 ⑷ 与 


(&) 成反序，则和的收敛性蕴含 HhaA 和 


的收敛性 


83. 设为正值连续函数.试证 


\a KX) ^\aW) >{h 


fl ) 2 • 


[证] 


因 / O ) 与/⑷ 


成反序，故应用切比晓夫不等式， 


[ f{^)dx\ f(x)~ l dx^(b — a) 

J a J a 


b 


/(>)•/(>) 一 1 也 




(b-a)\ 


a 


84 •设 / ⑷和皆为 [«，6] 上的正值可积函数，则 


[证] 


J a 

事实上，我们有 


b — a 


j V/ ⑷ 〆 工 ) 气 ) 


2 


(b-a) 


b 


f(x)g(x)dx 


a 


^s/f(x)g(x)dx\ 

J a / 


2 


2 







dxdy^O. 


85. (凸 函数的基本不等式） 设沪 U ) 为区间 [ a ，6] 上的严格下 

凸函数，即对《1， 《 2 e [ a ， ft ], t ^ t 2 常有 

n Y + t 2 \ < 史 (。) + 9 ^ 2 ) 


则对于 [ a , 6] 中任意一组不全相同的值“，…，“，必有下列不 


等式 成立: 




[证] 


本命题可利用柯西推理法证明.首先，反复应用下凸 


函数的定义 m 次，则由归纳法可得 


• 146 • 



由此得十^^十…+史（0.此种证明过程即称 

为柯西推理方法. 

[另证]本题亦可利用倒推归纳法来证.所谓倒推归纳法， 
其原理是这 样：设 PU ) 是一个与自然数 n 相联系的命题.假定 ( i ) 
由户00之真理性可推出 PO — 1) 亦成真理； （ ii ) 已知 P ( w ) 对无 

限多个％是真理.如是 P 00 对一切自然数^皆成真理. 

今假定命题85对某个 w 为真理，即 n ( p (8)< cp ( t l ') + … 
+ ( p ( t n ^ 1 ) + ( p ( t n ), 其中/^二^十…+ ‘而 G ， …，“为任意 w 个 

不全相等的值.由是，对于任意〃 一 1个不全相等的值 ^-1 

而言， 可令 … + “-1 = 0— l ) cr ， t n = or . 从而由 n ( p ( a )<( p ( t { ) 

+ … + 9 9 d - i ) + 9^(00 即得出 

( w —1) 史0)<炉（1) +史（《 2 ) +…+ 炉 （“ m ). 

这就表明命题对 n -1 为真理.而前已证明当 n = 2 m (m = l ,2, 

时命题为真理,故而推知命题对一切大于1的自然数皆成真理. 

86. 设 / O ) 是区间[«， &] 上的可积函数，且•又 
设炉 G ) 是区间上连续的下凸函数.则 



若为上凸函数，则式中不等号反向. 
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[ 提示 ] 由定积分之定义，于下式两端令取极限 即得 : 



Sin + +/nn 

71 



+ 9 ? (/nn) 



此地 fkn = f ( x kn )= /(« + —(b — a )\ ^ x kn =—(6 —a)->0 

\ n / n 

(n->oo) # 

87. 设炉 （t) 在区间 （m，I) 上二次可微，且史〃0)>0.则 
cp ( t ) 必为(％ I)上的下凸函数.又若«0>0,则炉（£)必为严 
格下凸函数. 

88. <p(t)=t k (0<k<l) 9 (p(t) = \nt 均为 (0 ， oo ) 上的严格上 

凸函数 . 炉 （£)= P ( 左 <0 或左 >1) ， cp(t)^t\nt 均为 (0,oo ) 上的 
严格下凸函数 . 又史 0) = 111(1 + 0, = V C 2 + t 2 (<? 与 0 ) 均 

为（一 oo, oo) 上的严格下凸函数 . 

89. 设史 （£) 为 (m，J/) 上的连续凸函数，: Pi， 史2,…， N 为任意 
一 组正数 .，~， 纟 2,…，“ 为(饥，赏）内的任意一组数.于是随 ( fit ) 
之为下凸或上凸而相应地有 





艺 1 + 沪 2$2 + ••• + ^n 右 

Jl 十》2 +… 

_ 



-^^ Pi ( p ( t l )+ p 2 ( p ( t 2)-\ - \- y n ( p ( t n ) 

< 〆 凡+沪2 +… 


[提示]改写 h /( Pl +^2+ … + 仏）=1，则可选取 W 个具有 
公分母的有理数序列 Li 使心 （7^ — 00). 又对于有理数序 
列而言，由命题85可得 

+^ 2 m ^2 + … + 《 wm《nX 
歲》 q'm 屮 ( Jl ) + Q 2 m ( P (^2) + …+《賴妒（“）. 

因此利用 P 的连续性，通过 m -^ co 的极限手续即可得 

史(沒1《1+沒2<2 +… 

1 <P (J 1 ) +029^2) + …+沒 wPGn )* 


• 148 • 


90. 设连续函数为下凸或上凸的定 义为： 对任意两个其 
和为1的正数义，02以及任意 L helm , M \ 相应地有 

9^(^1 ^ 1 + 沒2艺2)<或 >沒1史（《1) 

试用数学归纳法证明命题 89. 

91. (琴生不等式）设 / O )， pO ) 为|>， 6] 上的可积函数，而 m 

? O )>0， p(x)dx>0. 则随连续函数 pG ) 

J a 

<|)之为下凸或上凸而相应地有 

, f 6 v 

/ P(x)f(x)dx\ P(x)(p(f(x))dx 

< P \ ^ - <或 >^―71 - • 

\ p(x)dx / p(x)dx 

' J a / J a 

92. 试利用凸性函数的原理推证利雅普诺夫不等式. 

[解]由柯西不等式知 

(2》 a s ) 2 <(2》 a r )(2 〆 ）( s =| o + Z )> 

即亦即 \ nM s ( a ) s ^{\ nM r ( ay ^\ nM t ( aY ). 

由是据定义可知 lni / s ( a ) s 为 s 的下凸函数.显然这是连续函数 
(5>0),从而应用命题89便得到利雅普诺夫不等式(命题55,但带 

等号 •) 

93. 设在区间（饥， I )上二次可微，且史〃00>0.则 




/ jMl + 罗2艺2 + 
\ Vl +?2 + 




• • • 


^ rPn^n 
+穸 w 



< Pl<P(tl)+P2<P(h) + … +Pn(P(t n ) 

、 Pi 十 ？2 H - VTn 


此处 VU ?2, … ，仇均为正数，而上式中的等号当且仅当 “ = “=••• 
= G 时适用. 

[提示]把炉 ( G ) 对 “=( 沪山+… + ?“ n )/ (沪1 +… + Pn ) 泰 

勒展开可以获得严格的不等式. 


_ 
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94. 试证不等式 

Pi +?2 + •** + y n < ^ eX p/ ^llnQ! + jP2lnfl2 + ••• +p n \na n 
lL + lL + ... + hL P \ Vl + 沪 2 + … +?n 

A 卞 a 2 卞 a n 


- Wndn 

^ Pi +^2 +••• + 〜 


此处 h ， 外，…，%， fl 2 , …，〜 都是正数，而〜，〜，…，〜不全相 

等. 


[提示]于不等式各端取对数，并注意函数一 ln 〖 的下凸性 
及 Ynt 的上凸性. 

95. 试证不等式 



p(x)dx 


b p(x) 

«/(怎） 


dx 



p(x)\nf(x)dx 


b 


p(x)dx 


< 


a 



p(x)f(x)dx 

76 


p(x)dx 

J a 



此处 KO ^ O ， p ( oc ) dx >0, inf / O )>0. 

a 

[注意]本命题为命题 69 的扩充形式. 

96. 设 / O ) 和分 O ) 为 [ a ，6] 上的正值连续函数.贝 IJ 



ln(f(x)-^g(x))dx 



^exp 



b — a 


b 


\nf(x)dx)+Qxp 


a 


b—a 


j* \ng(x)dx 

J a 


亦即 G(f^g)>G(f)^G(g) 


( Blaschke ) 


[证]可通过探讨适当的函数的凸性来证明.置 


( p ( t ) = QXp 



a 


b 


ln[《/(^) + (l _ i)9( x )hdx 


a 


(0<艺<1)， 


则由布涅可夫斯基不等式(命题 71) 容易得出 


< p n it ) 


b — a] 


b 



f(x)-g(x) 


a 


^/(^) + ( i — 0^(^) 



2 
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b —— a 



f(x)-g(x) 


2 


+ (1 — 


dx ^ O . 


因此为上凸函数，从而有下列不等式 


<P 


2 




以史 g ) 的定义代入此式，即得所要证的结论. 


97 


设史 （（) 是区间 [ m ， I ] 上连续的下凸函数.则 




右 2— 尤 1 


2 


J 






(Hadamard) 


98. 设史是区间上连续的下凸函数.又设仏>0, 






1 , 2 , 


» • • 


， w), ^ ： 沒於 一 1 一 


a i + fii 
~~ 2~ 


Pi + 


• • • 


+ Pi 


Pi + 


• • • 


+ Pn 


(i = 1 , 2 , •••, n — !)• 


则 


<P 


/ Plti+P 2 t2+ — +Pnt 

\ ~ Pi H 沪 2 +•••+ 史 n 




- VVn ^ Pitn ) 

、 Th + 穸 2 H - VVn 


[证]设 ％<%<乂 （i = l, …， w —1). 由于 

n — 1 

^ — ^1 + ^ i+1 — 

< =1 

=(1 — 无 l)《l + ( 怎 1 _ 怎 2) 艺 2 +… 


=?山+??“ + 


+ ( 怎 n - 2- 

" ，十 ？ n 《 n ， 


-1) ^ w 



殳1+殳2+…+夂找 : =1， Qi ^ O . 
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由命题 89 得 

n 

炉⑴ <2㈣ (G) 

t = 1 

n - 1 

i = 1 

积分之，即得命题中右边的不等式.为证左边的不等式，我们注意 
下凸连续函数的一个直观 性质: 过其对应图象曲线上的每一点，都 
可以做一条直线（叫做支撐线），使曲线没有在此直线之下的部分 

(这个性质可以严格证明）.支撑线性质可以解析地 说成： 对任何 

M ~], 存在 A 使对一切 teim , 有 

( p ( t )>沪(！) + ;(《一玄). 

于上式置+》2《2 +… +N +》2+… +》 n )，t = 

+ (l + 厂 D X i ， 积分之即得命题左边的不等式. 

< =1 

[注意]命题98是阿达玛 ( J . Hadamard , 1865— 1963) 不等 • 
式的拓广.事实上，置 w 二 2并经过替换可得不等式 




/ Pi 名 1 + ? 2^2 

\ Pi +P2 



^2 



<p(s)ds^ 


Pl<P0l)+P2<P(h) 

Pi +P2 



此地⑹众⑽从且守 ⑼ >0. 


§4. 关于不等式的补充命题及杂题 

99. 设〜 》»0,/(0) = 0，尸(0)>0.又设 fO ) 为 
单调增加的连续函数.则 
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(Bellman) 


[证]试观察 下图: 



题 99 图 jf(flfi) 一 /(flfa) +/(<*3) — /( 04 ) + /(as) ^/ (oi — 02 + «3 — 04 + 05 )♦ 


可以见到 /(« i )—/(«2)+/( a 3 )— /(«4) + /(« 5 )即等于图中绘有 
斜线的三块面积之和.另方面 ， /(A — a 2 + a 3 — a 4 + a 5 ) 即等于直线 
〜 一 a 2 + a 3 — a 4 + a 5 及仏 y 两轴与曲线所围之面积.故比较面 
积即可看出 

/(«i) —/(«2)+/(a 3 ) — /(«4) + /(a 5 ) 

>/(«! — «2 + «3 — «4 + « 5 ). 

显然上述推理具有一般性，其中於亦不必限于奇数.此外还可以看 
出，如果 /0 O 严格单调的话，则不等式中的等号仅当 «2 = a 3 , a 4 = 
…时成立. 

100. 试证当…时成立不等式 

n / n \ r 

2 (― l) fc+1 «fc>( —l) fc+1 a fc ) • (Weinberger) 

10 = 1 lo = 1 J 

101 . (杨不等式）设 000 是严格单调增加的连续函数 Or >0), 

0(o) = o. 又设000为 40) 的反函数.则对任意 o > 0 , 6 > 0 , 
成立不等式 
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ra rb 

a ， b< c/>(x)dx + ^p(x)dx, 

Jo Jo 

式中等号当且仅当 6 = 时适用 . （杨， W.H. Young ， 1863— 

1942.) 

[提示]绘图比较面积便知. 

102. 试证在命题101的条件下有不等式 ab ^ a ( f >( a ) +5^(6) 
成立. 

103. 设连续 函数尺 00是非负的并且是单调增加的，又设 A 
>0(〃=1，2,…, w ). 若至少有一个 v 使九 (0) = 0，则有下列不等 

式成立： 



⑷仏⑷ ， 

11 ^ V 


当九00都是严格单调增加时，式中等号当且仅当 〜 = 〜 

时 适用. （ Oppenheim ) 

[证]这是杨不等式的推广.其证法 如下： 定义 F v { x ) = 
/ v ( Min { ir , a v }), 则当 0< z < co 时恒有 /^0)<九0).记 a = 
Max { a !， •••，〜}•由于 117^(0) = 0,故得 

Uf v ( a v ) = UF v ( a v ) = j 。 忒{117^0)} 

= 2 广 II 〜⑷❿⑷广 H 〜( x ) 弘⑷ 

V ^ ® li V ^ n 

< 2 广 Hf^ d fv( x ) - 

V fi 字 V 


104. (阿 达玛不等式） 设为 w 级行列式，其中的 
元素均为实数且满足条件 a 2 fcl + ai 2 + …+#„ = 1 (& = 1，2,…， w ). 
则必有不等式 MI <1 成立. 

[证]可应用拉格朗日 （ J . L . Lagrange , 1736—1813) 不定乘 
数法来证.显然此时条件方程为 
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<Pk — (A; = 1, 2, •••, n). 


以； U 表不定乘数，置 


F = A + ( a 。+ a ! 2 + … + a 2 * w — 1). 

/C = 1 

于是从方程 

+ ^j^jk =0 (j ， A; = 1, 2,… ， w) 

^ a 5k ^ a jk 


得到為 jb + = 0，其中 Zjjt ； 为乂中兀素 a jit 所对应的余子式. 

于此组等式两端乘以〜并对& = 1，2,…， w 作和，则得 

A - f -Aj = 0 ( j = 1, 2, •••, n ). 

因之1 = 一次亦即 = Za jJb ( j,k = l , 2, •••, n ), 是故得到 



Aa n 


Aa nl 




Aa ln 


Aa 


nn 


即 A n ~ l 




由于 X 的极大值和极小值必须适合上列方程，故不难推知 X 的敬 
大值为+ 1，极小值为一 1. 因此 MI <1. 

105. 设 Z = det [ aJ ] S W 级行列式，其中的元素均为实数且 
满足 \ a ik \^ M . 则有阿达玛不等式 Ml <尨％〃 2 成立. 

[证]置 h = « L + a ! 2 + … + aL , 则 |5 fc |< wi / 2 . 从而 

\ A \^ S l S 2 - S n U *|< V / S 1 5 2 ...5 n < il/ n • w " 2 ， 

此处 D 4” 中的元素适合条件 + … +aH = 1,由命题104已知 

106. 试略述柯西不等式，闵科夫斯基不等式及阿达玛不等式 
的几何意义. 

[解]柯西不等式表明欧几里得 ( Euclid , 公元前三世纪)空 
间中的任意二向量交角的余弦值不超过 1. 例如设2= (^， …， 

a n ), S =( b u •••，&„)•则 
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cos 


an) 


z,a k b 




<1 


般的闵可夫斯基不等式则是将欧几里得空间中的三角形不等式 
推广到具有下列距离定义的距离 空间： 


P：P 


(k 1 -^ 2 | r +|y 1 -y 2 | r + -) 1/r (r>l). 


阿达玛不等式表明 w 维欧几里得空间中各边长固定的平行多面体 
的体积以各边相互正交时最大. 


n 


107. 设满足 Ea 





. 又设 W 


n 





y \ V2 …夕灼>怎 1 怎 2 ^ ••怎抑 


( Schur ) 


[证] 


由于 Ini 为 (0, oo ) 上的上凸函数，故应用关于凸函数 


的琴生不等式得 


n 


n 


In 〜 


n 


In > ] afiv ^ : dii v \xix 

V ~ 1 V = 1 

n n n 




从而得 y \ yz .“ yn > o ^ x 2 


X 


[注意]本命题可 述为： 各分量为非负的列向量 T 经线性 


变换 


Vi 


a n 


«12 


• • • 


«ln 


怎 1 


L 〜」 L^w 1 ^n2 L$w 」 

如果变换矩阵 [ a iib ] 中的一切元素均不为负，且各行各列之和皆为 

1 ，贝 IJ ••欠 
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oo 

108. (希尔伯特不等式）设 K < oo . 则有下列不等式成 

n = 1 



00 



00 


22 




n 


m^rn 




n 


n 


(希尔伯特， D . Hilbert , 1862—1942.) 


[证] 

不难 看到: 


下面的证法为哈代所作.基本上是利用柯西不等式. 





2 

m, n 


n\~ a 


2 


2 

n 


m 


m +w 





n m J 


dx 

(1 + 怎 ） 〜/ x 




dx 

0 (1 + aOV x 



109. (口 合代不等式）设 >0， A + A + … + a w (n = 1，2, 

…）. 则对^ > i ， 成立不等式 



此处假定右端的级数为收敛. 

[证]不妨设％>0.令 oc w =4 n / w . 则利用几何平均值不能 
大于算术平均值的事实可知 


o — …計況 - 1 

y ——丄 p 一丄 
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\ P—V P—l 

=——^[( w— l) a «-i~waj]. 

: P —1 


由此相加得 


N 


N 




n 


v 






n 


p-i 


再应用赫尔特不等式，则得 


N 




P 


N 


n 


v 


2 


<" ! «n 


n 



这奸=占.故自两端约觸-之后，配乘》次方幂即 
得 



最后命1—00,就得到所要证的哈代不等式. 


110• 设 o n >0(n=l, 2, •••) 且 ^^ n <oo 




oo oo 

y"! (aia 2 -*-«n) 1/n <e a n- (Carleman) 

n= 1 n = l 


[证] 


于下列哈代不等式中令并应用命题40 即得: 


2 


ai /p + fl ^ + … - {- ai /p 


n 


n 



p 


P 


oo 


1 


2 〜 


n 


ill . 设 / ⑷ > o . 求证 
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[提示]试与命题 6 7作一比较. 

114. 设〜，％，…，〜为一组不全相同之正数，则对于幂平均 
值 i ^ O )= i !/ s 而言，当 s >£>0 时有不等式 

t dM t — M t s d3^ g 
s dt 〜 s—t 〜 t ds 

成立.又若 / O )>0 是 [ a ，6] 上的一个可积函数，则对于 i / s (/) 二 
M a 而言，亦有同样的不等式成立. 

[证]只须给出本命题前半部分的证明即可，因为后半部分 

的证法完全相同. 令 s> r >t>Q. ^LA= ( r r ~ll\ 则 
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A = 舁 二 牟 ， 

0 < A < 1 . 由于 M + ( l —幻故应用利雅普 
诺夫不等式(命题 55) 可以得到 

因此代入得 0- G ^/ s +0 — rOf 风 >( S — 亦即 


(*) 


M s -M r 

S —— t 



M s -M r 

s — r 


今命 r ->5 —0, 则得 


M 


S 


s 


lim r ~ 8 


M 


r 


t 


r-^s — 0 


s—r 


s 


AM 


S 


ds 



故可见不等式的右边已成立，又显然 （*) 式亦可改写成下列形 
式： 

M r -M t M s -M t 

T-t S—t # 


于是再命^^+0,则又得 




s—t 


故不等式的左边亦成立. 

115. 设=及* ( a ) (纟〉0)，其中〜， a 2 , …，均为正数.试 


Tit 



j <k 



并从而推证利雅普诺夫不等式. 

116. 设〜， a 2 , … ，〜为 相异之正数. 

正数#使凡 t > N 时恒有关系式 


>0 



试证不可能找到一个大 
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成立，这里出现的撇表示对 £ 求导数. 

117. 设义6，口，％%切以及$都是正数，并且 

a l/ ^ + c l / ^ b l/p 9 u l / ^ + l ) + w l / ^ + l ) ^ v l/(p+l K 

则 

ubc—vca + wab^O, 

式中的等号当且仅当题设的不等式都是等式并且 a ^/ u ^ b^l 
V v ^ c v ^ j w v 时适用. （ Schur ) 

[证]设^>0,则由赫尔特不等式得 

ac(M 1/( 岁 +1) + w ； 1/(i>+1) ) p+1 ：= [(mc) 1 ^ ( p + 1 ) a 1 /^ p+1) 

+ (w;a) 1/(i>+1) c 1/(1)+1 〉 p +1 <( 2 /c + i^a) (a 1/ - p + c 1/p ) p . 


所以 


acv^(uc + wa)b. 

118 . 设 n ， 2 是正数，不全相等，而 A 是实数.则 

x A (x—y)(x—z) i-y\y—z)(y—x) +z x (z—x)(z—y)>0. 

(Schur) 


[证]不妨设 0<z<y<x, 于命题 117 置 p=l 9 a = y — z, 

b = x—z, c = x — y,u = x\v = y\w = z A BPf#. 

119. 设 Zl ，$2, …，〜皆为正数，為 =— 



则当时 

丄 (Gi + (7 2 + … + G n y )^.(AiA 2 * ,t A n ) l/n , (Carlson) 


[证]对 2,…， w , 令 Ai , Gj £ = 




_ 參 • 


+ ar 


n 


X 


j 


71 — 2 




Xj^ 9 X n 

XiXj 



1 /(w - 2〉 

(i 力 •）• 


n n 

应用赫尔特不等式得 

<=i i=i 
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n 


n 


再以 n 


% 


j = nAj 代入即得所要证的不 等式. 


120. 设函数 40) 在区间 （0， 2&)上满足 0〃'OO>O. 又设 
0 < Xi ^ b , Ti >0 (i = 1，2,…， w) •贝 lj 


~~2^~~ 





^ViXj 

^V~ 




^ p i ( f )( 2 b — x i ) 


2 凡 



y Zp i ( 2 b — x i ) 

Wi 


式中的和是对 i 从 1 到 n 做的，并且等号仅对所有 A 皆相等的情 
形 适用. （Levinson) 

[提示]/0)=^00 — 0(26—d 是一个严格的上凸函数. 


121. 设0<%<| 





式中等号仅对所有 A 皆相等的情形适用. （樊墚) 

[证]于命题120置00) = 11^，仏=1，6=^■即 得. 

122. 设/00在长度不起过2的区间上满足条件 I/O) |<1 

及则1尸001<2.这里常数2是最好可能的. 

( Landau ) 


[证]不妨设 / C0 定义在[0, 2] 上.我们有 


f ( 0 )= f ( x ) + (― ar)/’ (工 ） +~-( — x ) 2 f n ( t 1 ) 


9 
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1<怎<2)， 

/(2) = /(工)+ (2- a :)/’ (工 )+ j (2- 怎) 2 /’’(《2) 

(0«右 2 <2)， 



2 f ( x ) = f (2)- f (0)+^ x 2 f n ( t 1 ) - 2 


(2 — 怎） 2 /’’ （右 2)， 


21 jf ’ （怎 ） | <4 — x (2 — 


所以 If 00 1<2. 这个估计可以被函数 /GO 


2 


x 


1达到. 


123 - 设函数 /00 在区间[«， 6] 上可微，•并且|尸00|<災. 




b — a 


b 


f ( x)dx 


a 




M(b — a ) 

4 


f ( a )+ f ( b ) 

f _ _ 

2 


1 



2 




b — a 


( Iyengar ) 


[提示]利用下列不等式估计积分 


/Cr)<LO) = 


f ( a ) + M(x — a ) ( a ^ ar ^ a ), 
f ( b )+ M ( b - x ) (« b ); 




/(«) 


M(x — a ) ， 




这里 a ， 沒的取值使 L ( x ), 为连续 


124. 设函数 /00 在区间 [«，6] 上二次可微，并且|/〃001< 


M 


则 






2 





f ⑷） 
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3的, 


式中 

Q 2 = ~M 2 (b-ay-(f(b)-f f (a)r~ 

[提示]利用与上题相类似的方法. 

125. 设 fO ) 和^ >) 是 [ fl , &] 上的两个可积函数，满足 

p < g ( x )< B , 这里 ex , 庠怂 B 都是常数.则 


b 




b 


f ( X)dx 


，b 


a 


g(x)dx 


a 



( H . Grass ) 


[证]不妨设 a = 0，& = l . 记 


1 f(x)dx = F ， 
0 


g(x)dx = G ， 

0 


D(f, g) 


f(x)g(x)dx 一 FG» 

0 


则 


D(f, f) = (A — F)(F—oO — 



\^A 一 /( 工 ）] [/(^) — a ] 办 


<04—7W—oo 兮 K 


D(f, g) 


0 


[/ ⑷ 


jF] E^(^) 一 dXm 


从而由柯西不等式 


D(f ， g) 2 ^D(f, f)D(g, g)^(A-ay(B-fi)K 


( G . Griiss ) 


126. 设函数 /00 在 [0，1] 上非负并且单调减少，则 
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xf ( x) 2 dx 
Jo _ 

xf ( x)dx 
J o 


$ 


Kxydx 


f(^)dx 

o 



[提示] [ f / O )/(20 O — y )[/0)— /⑺]办办 < o . 

J oJ 0 

127. 设 / O ) 是 [ a ，6] 上的连续函数，不恒等于零并且满足 0< 
fOO < M .则 


0 < 



& \2 / rb 

f ( x)cosxdx ) —( /( 工 ） sin 

a / \J a 


X 



2 


^± M 2 ( b - a )\ 


(Dunkel) 


[证] 


令上式居中的差式为人则 


j 






COSJTCOS 穿 


sin x sin y)dxdy 


D 


—— cos ( x —— y )) dxdy ， 


D 


这里 Z )=0 ，&]x [>，&]. 所以 




2 


(1 —— cos ( x — y))dxdy 


D 


M 2 (b — a ) 


2 


.b — 0 \ 2 
sin ~2 - 
b — a 
~2~ 


这是对 J 最好可能的上界估计.题文中的是较好的估计，利用不 


等式2 


% 


3 





< sin 2<2 O >0) 得到 


128. 设函数 gO ) 在[0, a ] 上绝对连续， 〆 0) 


0•则 


a 


\g(x)g\x)\dx^^ 
0 △ 


a 


0 


g \ x) 2 dx 


式中的等号当且仅当时适用， C 是常数. 
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[证]置 AOO 


X 


0 


\g\t)\dt (o«a). 


所以 


2 


a 


b 


a 


I ^^2 h\x)h(x)dx = k(a) 2 . 


0 


另一方面，由布涅可夫斯基不等式， 


h(a) 2 — (^ h f (x)dx ^ 


2 


< 


a 


dx 


o 


h r (x) 2 dx 


o 


a 


a 


0 


\g\^)\ 2 dx. 


129. 设函数 / GO 在[0，幻上绝对连续， /(0)=/ (幻 =0 .则 


h 


0 


l/OXT ( 工） 1 心 < 


h 




4 


h 


0 


f r (x) 2 dx. 


式中常数 A /4 是最好可能的. （ Opial ) 

[提示]利用上题的结果即可证得. 

130. 设尸00在0，&]上绝对连续.则对任意 c ， a < c <6, 以 
及？>1，有 


6 \ f n ( x)\Pdx 

a 


> 




b — c c — a 


式中等号当且仅当 / oo 是如下形式的函数时 适用： 

/ > v * — n 、1 /(P - 1 ) 

^o((jP — 1)(^ —a ) ( e _ a ) — (2^ — 1)(c —a) 

• (x~a) ^rp(c-a) 2 } +A 1 x^A 2 (a^x^c)j 

. /A — r \ !/(?- 1) 

A 0 {(l-p)(b-x) 2 {^-^ +(2p-l)(b-c) 

• (b — x)—p(b — c) 2 } +AiX-\-A 2 (c^ar^6) ? 

这里為)，為是常数. 

[证]对 a < a :<6, 由泰勒公式 

• 166 • 




/ ⑷ = /(a) +f f (a)(x — a) + 


f n it ) (p t { x ) dt , 

J a 


式中％ O ) = max (0， a ;— Z ). 从而 

▽(/) 记 Ac ) — /(c) — /(a ) = \ b f f, (t)S(t)dt 9 

_ b — c c —— a J a 


j ⑴昱 ▽(%) 



(t—a)/(c — a) (a^.t^c), 
(b-t)/(b-c) (c«b). 


所以由赫尔特不等式 


lv(/)l< 



6 1 dt 


P - 1 
P 


b 




mf 


a 




『⑴ m }' 


由是不难得到题中的不等式. 

131. 设尸00在 [ fl ，6] 上绝对连续.则 

£削 2 » ☆卜 )- 2 辟) + M 2 , 


式中常数 12/(6 — a) 3 是最好可能的. (3mopobhh) 

[证]于命题130置 p = 2, c = ( a + 6)/2 即得. 

132. 设尸”00在[一 1,1] 上绝对连续 ( r > l ). 又设整数々满 

1 J2k -r 

置 P — W 二士 — 若正值可测函 

数 pO ) 使积分值 


7 ⑴ ( 卜°忍 


为有限，则对 ?> i , 成立着下列不 等式: 

f ? ⑴ l / (r+1 〉 ⑴ 


y 





{/()〉（一 l ) — (―1))/0)(1)}| 


P 

参 


• 167 • 


式中的常数 ]^^是 最好可能的. 

[提示]利用命题130的证法来证.注意在两个 & + 1 重节 
点的 2 k + l 阶差商的显式表示(参阅第四章命题 97). 

133 . 设尸00在 [一 1，1]上绝对连续， /( —1) = — 1，/(1) = 1， 
(一 1)=尸(1) = 0.则对？>1，有 

等号仅对 f ( x ) = ^ lx -^\ x \< 2p -^ /(p - 1 ^ sign 0 ； 适用. 


§5. 关于常用函数的若干不等式 


134 . ( 约当不等式）设 0 «士则 


X Jt 


[提厅0 


sinx / 禮（ 0 , 


Jt 



单调下降. 


135 . 设 0 « 


n 

2 


则 


sinx 

X 


〉 4/ cosa> 


[证] 


置/⑷ 


x 


sina:(cosa:) 易证 / 〃 (^0<0. 从而 


f(^Xf (0) = 0. 又从而 / O )</(0) 


0 


0<a;< 


jt 

2 


136 . 试证当0«音时有 


(sinar)- 2 <ar 2 + l 


2 


4 


3 Z 


2 


[提本] 


置 f(x)=(sinxy 2 -x^\ 由上题可知 f(x)>Q. 
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137. 试证对所有实数 z 和有 


-g-(4 — V 7 


a? 2 + a?sin 右 + 1 
x 2j rxco?> 右 + 1 




[证]不妨设 sin <# cos £. 上式居中的分式记之以 y . 则 

Cy —1) 无 2 + (y cos t — sin t)x (y 一 1) — 0. 

y 的取值应使上述二次式的判别式为 非负： 

(ycos< — sin 0 2 — 4(y—l) 2 >0. 

这个不等式的解为 y < y < y 2， 斟和 jh 是上式左端关于 y 的两个 
零点.而所说的零点应是 

(2 — sin t') / (2 一 cos 名） 和 （2 — sinr^ + O/ (2 — cos( ； 7T + 右 ））• 

所以只要证明对所有〖有下列不等式成立 即可： 



用研究函数 (2— sin 《）/(2 — cod ) 的极值的办法可以证明此不等 

式. 

138. 试证 



O>o). 


139. 设 z 〉0, ； r # l •贝 ( 



( Karamata ) 


[证]置 ^=(1 + 07(1 — 0 2 ,所要证的不等式化为 


+ ln S - 占❹ （0 〈… <”• 

展成幂级数，有 

封 1 -㉞ ， 0 

tl = l 

140. 设 $〉0， a : 尹 1•则 
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Inx 1 +n/ X 

l^ar + 4/ x # 


( Karamata ) 


[证] 


置 x 


(1 + 0 3 /(1-0 3 -所要证的不等式化为 


3 , 1 + ^ 
21^1^1 


P + 3 


<0 (0<|^|<1). 


展成幂级数，有 


oo 


€30 


OO 




4n + 2 


+ 3 公 4 


3 2 



271 + 1 


>o (MI<1 )， 


00 


即 



2 


4^ Ti ) 


oo 


in 


+2 


3 

4n + 3 


4n+2 


> o . 


141. 求最小 的沒和 最大的 a ， 使对所有的正整数 ri 有 


1 + 含 




n + p 


n 


[解] 


命 （1+ 


W + 9?( W) 


贝 lj inf 9^(%)便是最大的 a .今 


< p ( n ) 


n ， < P r ( x ) 




ln(l + 


n 


{x 2j rx) ln ( 1 + 


x 


由命题 138 可知当; r >0 时 < O )>0. 于是 


最大的 《 = ⑻=炉(1 )= ^— 1. 


类似地，最小的 JS = sup < p ( n ) 


limcpin) 


r 


U 2 . 所有带偶下标的伯努利数满足下列不等式 


2 


<(-1) & 一 


B 


2k 


(2 k ) 




2) # 


[提示] 


由第二章命题95, 96及99可得. 


143. 


71 


设 0<«< f .则 




( Djokovic ) 
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參 


[提示] 


置/⑴ 


= 则 〆 ⑴ >0 



0< t < 


jv 


6 /• 


144. 设 0< ar < l , 则 


4 


JC 1 — X 


x <心<^ 37 


2 


2 


2 1 — V 


(Becker-Stark) 


[证]由第二章命题84得 


oo 


^ JT 

tg 俨 


2— 

*=1 


2k 


1) jr 


2k 


l \B 


(2k) 


2k I — 1 


所以由命题 142 得 ( B 2 = 




oo 


n 


今 < 


71 ■ ** rJllC - 


2 


x — 


4 


oo 


fc = 2 


X 


Jt 


Jt 
2 




x 


2jfe-l 


k 


由是证得题中不等式的右边.至于左边，置 


n 


x 


2 1 




x 


2 • 


<p(^)= ctg-^ar 71 


2 


4 \ a ; 


x K 


只要证明 ““〈O (0< ar < l ). 由命题136, 


( f \ x ) 


JZ 



4 \x 


2 


+ 1 


Jt ( . n 

sin—a: 


2 


2 



jt 


2 




4 


jt 


o 


1)>0 


2 


145. (伯努利不等式）设 ; r> —l ， 0<a<l. 

(1 + a:) a ^l + ax . 

又若 a <0 或 a > l , 则不等式反向. 

146. 利用伯努利不等式证明当 «>0 时有 

0 + 1 ) 



n 


a 


a +1 


<l tf + 2 a + m+n a < 


a+1 


a 4 


147. 试证，当 0>a> — l 时有 


(w + 1) 


a 


m 


a 


a+1 


<m a + (m + l) a + … + n a 
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m 


< 


n 


a + 


(m—l) a+ 


cc +1 


148 - 设 a ; 和 y 是两个不相等的正数.则 


\/xy< 


x—y < / a : 

\nx—lny \ 


1/3 


+ y 1/3 

2 




(林同坡) 


[证] 


左边的不等式由卡拉马答 ( J . Karamata ，1902—1967) 


的不等式(命题 139) 即得.为证明右边的不等式，对《>1，命 


/(0 = | ln < 


(右 + I} 


则 f ⑴ 


3 (卜 I) 4 

8" RT+i y 


> 0 . 


所以设 ror 时，有/ 



x_ 

y 


>/(D 


0 


149 - 设 o ; 和 2 /是两个不相等的正数.则 


x 


2/3 丄々 ,2/3 、 3/2 


+y 


2 


< e - l ( x x / y 9 y^ x - 


(Stolarsky) 


[证] 


取对数，命题归结为 


3 1 x 


2 


In* 


,2/z -\-y 2/z ^ 
2 ^ 


l + \nx^-y 


\nx—lny 

_ if # 


x—y 


不妨设 VO . 置〃 =$/义不等式归结为 


/ ⑻ 


Inu 丄 3 , 2 

u—l^ 2 n l + 以一 2/3 


1>/(1 + 0 ) 




0 


0 > 1 ). 


于是，通过下列计算得证 •. 


f ⑻ 


\nu 




作 3 )= 


u(u—l) 




M(1 +M 2/3 ) 


1) 


It 


3 




叩 2 + i ) 


31 n ^ 


_ gW 

—( p — l ) 2 ， 

〆 ⑴二（卜 1) 3 (P — 1)>0, 

⑴ >si ⑴ = 0 (t>l). 

150. 设 a 为不是整数的任意实数， m 和 w 为非负整数， m-j-n 
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>0 •写 


m 


Pm (工） = 


m 


aX^n+a 


x 


m 


v 


V 


V 


分 nO) 


2 


m 


a\fn+a 


x\ 


v 


n — v 


试根据第四章命题 78 证明有下列关系式 成立: 


Pm (^) 


e 


m 


~x a q n {x) 

1 _ 0j\ /72 十 <Z 


m 


n 


m m n n 

(rn + ») m+n 


(1 -广 1 ^(1 


x ) m ^ n 9 


式中 O <0<1. 

[提 7 F ] 


由第四章命题 78 有 




m 


a\/n+a 




m 


n 


a g { tyt a 


dt 9 


g ( t ) = — 


用研究极值的方法可知 




m m n n 


(m + n) m 




151. 试证在命题 150 的条件下，又有 


p m (^)- x a q n ( x ) 


6 


m 




a\/n 


1 +cc 


m m n n 


m 


n 


(m + n) 


m+ 




o(i 


a;) 


n 


式中 O <0<1 


152. 试证在命题 150 的条件下，当 m = w 时又有 


Vn {^)- x a q n { x ) 


6 


71 —— CX\/ Tl^rCL 


(l-o: a )(l 




n 


n 


式中 O <0<1. 
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[ 注意 ] 以上三题可以看成命题 145 的拓广和精密化 . 

153. 设 m 和 w 是非负整数 ， m + w>0. 试根据第四章命题 75 

的结果，证明对 ^>0, 存在 0 ， 0<0<1 ，使 


e x q n (^)-Tm(^) = 0(-l) 


mini 


Cm + n) l(m + n + l)i 


x m+n+1 e 







e(-lY - mlnl - ^ 

(m + n )! (m + w + 1)! 


m+ 


n + V . 


154. 设而 n 为正整数.试证 


x\ /n —x\ /n ^(x 2 — a) 1/n 


o 


a) l/n . 


(Dresden) 


[ 证 ] 


写 y = ^ 


l/n 


则 






--'y ， ⑴ dt(\ Xi _ a y \t、dt 

J x t J x t 一 a 

一 o ). 


155. 设 /O) = o ： s in 上 (o;>0) ，， (0) = 0 . 则当且仅当 

x 2 


时比值 1/00 


/ Oo ) 1/1心一心卜对 0< ar 0 < a ： i < l 为有界. 


# 
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(Curtiss) 

[证]/(工)在 + 上的值取遍 / O ) 在[0, ;^]上 

的值.所以记使的最大的; r 为 a : 2 时，％ 1 

~1~ 2 jt . 由是，若 ■，则 


l/Ol)— /( 怎 0 )卜 l/Oi)—/ ( 怎 2 ) l< 


X 


1 


\ r^)\dx 


X 


<1^1— 怎 2 I 1/2 


X 


1 


\ f { x)\dx 


Ol — 怎 0 


1/2 


X 


X 


1/2 


(l + x^ l ) 2 dx 


X 


2 


1/2 


<ki 


___ ■麵 _ ■ 


^ ol a [^i —^2 + 21 n ( ar 1 / ar 2 ) +x 


x 



1/2 


^ I X\ — Xq \ a [[ 1 卜 21n(l + 2 ； 7r)+2i7t 


1/2 




若 ex ■，我们取3^。= («7 rw ) ^ 怎 i 


n + 


2 


n 


(n 


1 , 2 , 


) ，则 



是无界的. 

156. 设 f >0 .贝 lj 




).(J.T.Chu) 


[证]记 J 


m t _X 2 

e ^ dx . 

Jo 


则 4 J 2 = J e~ ix2+y2)/2 dxdy 9 

D 


这里 D = l - t , 把 P 换为& = ( a : 2 + y « 2 ) 及& = 

(^ 2 + y 2 < H 并用极坐标计算相应的积分，即得 4 J 2 的上、下 

界值. 

157. 设; ^和 A 是任意复数，而 c 为正数.则 
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Ui + 々 | 2 <(l + c) 丨 2 1 | 2 +(1++)|2 2 I 2 ， 

式中等号当且仅当 ^2 = ^!时适用. （ Bohr ) 

n 

158. 设％皆为复数，而〜是满足^1/〜=1的一组正数. 
则 


lA + — + 〜 | 2 <a 1 |z 1 | 2 + M + a w |;s „| 2 

[证]设法利用柯西不等式： 

2a & \z k \ 2 ^^a k \z k \ 2 ( v 1 } ( v 

m r^rr a 


( Archbold ) 



>2 





2 

心 | 


2 


159. 设 2 为复数，|刮<1•则 



Vi — ^ 

(1 + 1 — z) 2 


< 


V 6 




常数 n / T /9 是最好可能的. 



设 0< 右 <1 ， \z\^t. 




\/l — z 

(l+Vi — 2) 2 



= 贝 Ij 1 — + 1, 101 ■，并且 




l + p + 2v^p^ cos 





2 


固定 p ， 上式右端关于 pi 是单调的. i 0 i 的最大值应当在圆周 ui 

即丨一上达到.由此解得此最大值|0|二 P 应满足 


因此 


2vp 


cos 


e * 

T 


= \/ (1 + p ) 2 — • 




^ Tf > 


i+p+V(i+p) 2 -^ 2 - 


^ L < p ( p ) 
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在 1 —+ # 的范围内，炉 ( P ) 当 P 


3 


(1 + V^4 


W ) 


时取最大值 


^ 3 ~h 3^\/ 4 — 3 1 


3 (2 4" \J 4 


3 艺 2 )， 


所以我们得到 


VI- 


z 


(1 + V 1 - Z ) 


2 


3 3^%/ 4 — 3 1 


S(2 T^4 — 奸 _ 


( 1^|<0 - 


丑 ( t ) 当 0< f<l 时单调， R ( t )< R ( l - 0 ) 


V 6 


9 


. 由是即得所要 


证的不等式. 


160 


设 w 是任意正整数而2是复数.则 


e 


i + aV 


n 


< 


e 


1 




n 



n 


<e 


id 



2 


2n 

( Kloosterman ) 


[:证] 


n 


1 不等式天然成立.设 w >2 


则 


e 


Z 


Z 


n 



n 


k = n + l 


z 

h \ 


+ S 


fc = 2 





n 


n 


z 

kl 


由于和式的系数全正，所以题中不等式左边已成立.至于右边，可 


利用下列估计得到 


kl 


h -1 


n 


n 


< 


h \ 



1 


kpc — 1) 

2n 


2n^(k-2) 




1 


Jcl 


< 


2 死 • U —2) ! 


Oc>n). 


关于第三章的注释 


注 1 •在 § 1，我们不借助于特殊的工具和理论框架而纯粹用 
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初等方法建立了一些命题.其目的，除了提供简单的平均值定理 
和柯西不等式(命题 15, 26) 为下面的专门讨论打下基础外，主要 
是演习纯粹初等方法的运用技巧.这里，主要的技巧是恒等变形、 

完全归纳法以及利用二次型. 

注 2. 以柯西不等式(命题 26) 的第一种证法和切比晓夫不等 
式(命题 28) 的证法为代表，以大量的例题相辅助，我们首先较详细 
地展幵了通过恒等变换建立不等式的技巧.这种技巧的基本点是 
通过恒等变换形成一些可以一眼看出与有关量有大小关系的成 
份.例如，形成一个完全平方项，从而该项必为非负（这就是所谓 
“配方法”），又如形成具有两个同号因子的项，从而该项亦为非负. 

或者，凑成可以利用现成简单不等式+++>&， 

等等)的形式.可以说，这是一种极有生命力和创造力的技巧. 

注 3. 完全归纳的方法是首先通过特殊情形的分析洞察其内 
在的一般规律，然后用数学归纳法加以演绎地论证.请仔细研究、 
比 较命题 20 和 21. 粗看起来，似乎两个命题对一般规律的揣度 
都有类比的基础，但最终后者被否定.另外，命题 11 ， 12,13 以及 
下面的命题 85 的归纳证法也是值得学习的. 

注 4. 命题 34 可以说是柯西不等式的逆式.类似地赫尔特不 

等式也有这种逆式.这类课题在近年仍在吸引人们的兴趣，有关 
文献可査阅 SIAM Review, 第 21 卷第 4 期，第 550 至 557 页“关 

于柯西及赫尔特不等式的逆式的发展”. 

注 5. 命题 14, 15, 16 等都是基本命题 13 的特殊例子. 很明 

显的，命题13具有这样的几何 解释： “在^维欧几里得空间中任 
意一个具有单位体积的〃维正交多面体，其〃条交于同一顶点的 
边长之和必不小于因此，不难看出，这个命题实际上是同这样 
一个命题等价的：“如果一个 w 维的正交多面体交于同一顶点的 w 

• 178 • 



条边长的和是〃，则该多面体的体积最大等于 1”. 事实上，就后一 
命题而言，只有当各边 A 都等于1时才能给出最大的体积4^2… 
‘ = 1. 换句话说，在一般的情形下，如果心>0,々 + 〜 +…+、= 
n , 则必有 av ； r 2 <1. 

注 6. §1中简单的平均值概念在以后两节得到了充分的拓 
广.§2的平均值概念在初等统计学中是基本而重要的，因为对于 
一 组数量而言，平均值可以看作是该组数量按照某种标准所决定 
的一种有代表性的数值（这个数值本身可以不在该组数量之内）. 
在我们所讨论的各种平均值中，注意得最多的是幂平均值.这种 
平均值具有较广泛的意义，它不仅以算术平均值和调和平均值作 
为其特例，而且也以几何平均值作为它的极限情形(命题 40) 而包 
括在内. 

注 7. 命题40具有较深刻的意义.如上所说，幂平均值 
I / a ) 是算术平均值的推广，它主要是把一组带有乘幂的数量用 
加法的方式来平均;而几何平均值则是通过乘法的方式来平均.因 
此， J / r ( cO 与 G ( a ) 之间具有本质差别是一目了然的.但命题40告 
诉我们，在极限过程 ( r —0) 下， 及 / a ) 却变成了以 〃)• 因此，这个 
例子又正好说明这样的 事实： “极限过程能够使变量结构形式产 
生质变.”当然类似的例子在数学分析中是到处可以找到的，而命 
题40只是许多典型例子中的一个而已 • 

注 8. 命题43中的不等式 G ( a , p )^ A ( a , p ) 是一系列重要不 

等式的出发点，因此把它称 为基本不等式 .作为基本不等式的重要 
推论之一，便是著名的赫尔特不等式(命题44)，而赫尔特不等式 
又包含着闵科夫斯基不等式(命题 5 8)及利雅普诺夫不等式（命题 
55) 等为其重要推论.特殊形式的赫尔特不等式(命题 47 , 4 8, 72) 
在解析式的估计中用处很大，其主要原因，便在于关于共轭 指数趴 
V 的选择有着较多的灵活性的 缘故. 至于闵科夫斯基不等式的基 
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本重要性，更在于它是建立 Z / 空间理论的基本工具.因为有了这 
个不等式，才能在 P 空间中引进“距离”的概念(满足三角形不等 
式的要求），因而也就使 P 空间成为“距离空间”之一种(详细情形 
请参见泛函分析的各种教科书 .） 

注 9. 在§ 3中，我们见到许多积分不等式是从有穷不等式通 
过极限手续得来的.但其中有一个重要的原则，那就是对有穷不 
等式而言，符号2在不等式两端出现的幂次必须是齐次的（见例 
题79的提示).这个原则实际上可以作为从有穷不等式能否过渡 
到积分不等式的一个判别标准.因此它对干我们去发现积分不 
等式是很有用处的.举例来说，闵科夫斯基不等式(命题 58) 的两 

端都是2的 J - 次齐次式，因此相应的积分不等式(命题75, 76) 之 

r 

存在是理所当然的. 

注 10. 凸性函数的方法是研究不等式的重要方法之一.§3 
的后面14个命题及例题 (85 —98题)以及§ 4中的107, 120, 121 

三题就是这个方法的初步介绍.其中特别值得注意的是命题85 
(凸函数的基本不等式)，因为它是这个方法的最初的起点. 

注 11. §4中方法的多样性是值得注意的.概略地讲，其中 
出现的方法 包括： “图形面积的比较”（例题99 一 102)，“条件极值 
的决定”（命题104,请注意这个方法容易上手且大有潜力，例如赫 
尔特不等式等都可以用此法来证)，“变量替换的方法”（例题126— 
129) 以及“泰勒展开的利用”（例题122,123, 130—133) 等等.当然 

要想在这些方法中抽出一些普遍的原则来，那是较为困难的.因 

为这些方法的本身带有很大的特殊性，也可以说，它们只是因题制 

宜的方法.此外，在这一节有许多命题和例题是利用现成的不等 
式工具来证明的（如107—110,114, 117— 119,125诸题) • 

注 12. §5中关于常用函数的26个不等式命题和例题，可能 
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是很有用处的.但就研究方法而言，却比较简单.其中，研究适当 

的辅助函数的增减是最主要的方法，其次则是比较幂级数展开的 

# 

系数.不过,例题 150 至 158 诸题的解题技巧也相当 丰富， 值得留 
意.此外，宜指出本节的许多不等式都具有某种“最佳性”，即在一 
定的框架限制下不容再改进，只是在陈述它们时为了节省篇幅和 

避免分散注意力而没有予以点明.例如，例题 135 中，为使 

X 

( cos ^)° 在" I )整个区间上成立，常数 a = +是不容再改小的； 
又如在例题144中，为使 A ^在（0, 1) 上成 

1 — x 』 1 — x 

立，常数不容再改大而不容再改小，等等. 

Jt dk 

注 13. 对于[«，6]上定义的函数 / O ) 和正数 a ( a < l )， 倘若 
存在正的常数瓦使不等式 1/( A ) —/ U ) I A — AI a 对 

都成立，则说 / O ) 在 [ a , 6] 上为 a 阶赫尔特连续 （或说满 
足 a 阶利普希茨 （ R.Lipschitz ， 1832— 1903 条件 ））• 例题 155 是 

说，函数 Mini 经对其可去不连续点补充定义连续后，还是一个 

X 

I 阶赫尔特连续的函数.赫尔特连续性提供了对某些一致连续函 
数的较为细致的分类原则. 

注 14. 例题 6, 8,141 中表现的求一个数列准确界值的方法值 
得读者去仔细体会. 
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第四章阶的计算法及有关问题 

本章的主要目的在于，通过命题和例题的方式论述阶的估计 

方法及应用.开始时简要地叙述0, 0, 0等记号的运用法则.其 

次讲应用阶的计算方法以判别某些极限过程（例如无穷级数及广 

义积分等)的收敛性与发散性.作为阶的估计法的更细致的运 

用，接着我们讨论了某些渐近式及切比晓夫质数分布定理的证法. 

然后在第三节我们又讨论了几个与无穷大阶强度排列有关的问题 
-也就是杜布蜜''雷茫 ( P . Du Bois - Reymond ， 1831— 1889) 和 

彭加莱 （ H . Poincard ，1854—1912) 等人的一些命题.这些命题 

有助于开拓我们对数量关系的视野.在最后的两节中，我们对已 
经初步接触过的三个基本的渐近展开式一泰勒公式、欧拉-马克 
劳林求和公式和牛顿插值公式作了较为深入地讨论.我们着重讨 
论了这些渐近展开公式的拓广和封闭形式余项的处理手法；在研 
究由这三个基本渐近展开式派生出的许多有用的其它渐近展开式 
时，我们也把重点放在如何处理余项以给出合乎应用要求的阶的 
估计上.同第三节粗放决断的风格正相反，这两节是比较细致踏 
实的技巧. 

首先应该 指出： 阶的概念与极限过程的概念是不能分离的. 

简单地说，极限过程即是变量的变化过程（由量变飞跃到质变阶段 

的过程)，而阶的概念则反映着过程中变量变化的快慢状态.所谓 

快慢状态当然是按照相对的意义（亦即比较的意义)来说的.这样 

说来,阶的概念在数学分析中的重要性也就可想而知了. 

设/0)，为任意函数，其中恒取正值. 若当 x — a (这 

里 a 可以是 0, od 或其它确定数值） 
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K^)lg(^) — >o, 

/O)/ 夕⑷ 一 >i, 

/0)勿0)—>^4^0, 
\ K ^)\/ g ^)< A , 


则记作 f (^) = o ( g ( x ))； 

则记作 / O ) 〜 gO ); 

则记作 f (^) = 0( g ( x )); 
则记作 f (^) = 0( g ( x )); 


—则记作 或 g 0)-3/0). 

以上出现的 4 系代表一绝对常数(有限实数).注意当我们采用~ 
0,0, 〜等记号时，必须指明自变数^系向何值趋近.在显明的场 
合，当然也可以默认 ㈣ 而不写明.为简便计，亦可将 / O )， g { x ) 
等缩写成 /， f 等.显然由以上的定义易看出： 

f = o{\g\), g = o{\h\)=^f^o{\h\). 
f = 0( \g\), g = 0(\h\)=^f=^0(\h \). 

f 〜 g, g 〜 h=>f 〜 h. 


f = 0(\ g \) 9 g = 0( \ h\)=^f = 0( 


f = 0(\ g \) 9 g ^ o (\ h\)=^f = o (\ h \). 
f = 0(\ g \) 9 a >0=>\ f\ a = O (\ g \ a ). 

在以上的定义中如取夕0)三1，则 0( g )^0( l ), o ( g ) = o ⑴， 
0( 夕 ）= 0(1) 等符号的意义即 如下： 

当/(幻= 0(1)，即表示 |/( x )|< A 有界). 

当 /(工）= 0 ( 1 )，即表示 f ( x ) — >0. 

当 f 00 = 0⑴， 即表示 f ( x ) ― > A ^0. 

0(1)，0(1)， 0(1) 等符号亦可单独使用. 0(1) 即代表一有界 变量; 
0(1) 即代表一趋于零的变量(亦称无穷小变量)； 0(1) 则代表一趋 
近于某一定值(异于零）的变量.显然由此定义还立即可 得出： 

0 ⑴ .( Kg ) 二 o ( g ), o ( g ) *0(1) = o ( g )， 

0( f )-0( g )^0( fg ) 9 
0( f )0( g ) = 0( fg ), 0( l )-0( g ) = 0( g ), 


o ( l )0( g ) = o ( g ) 9 
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办 ⑴ 


0(n )， 


2〆 1 ) 


o(n) 


(n->co) # 




• 阶的估计法应用于收敛性问题 


• 设 zoo 为一实函数，且于 




时，有 


f ( n ) 


卜！ +0 




1 + A 


^>0 


则对于任一实数 r 必有 


( f ( n )) 


1 + 



0 




+ 


, P >0- 


[证] 


由于 


ln( 1 + 


a 


O 




1 



a 


O 




， v>0. 


exp 


a 


O 




v 


1 + 


a 


+ 0 





， ^>o 


故得 


(/(^)) r — exp(r • ln/(%)) = exp 



a 


+ 0 





exp 




+ 0 w 



1+巧+0 





2. 设 O <0<1. 则 #=0(1) ( x -^ oo ). 


[证] 


置 e 


l + 忒 


， s > o •则 


o<e x 


x 


l + 忒 


< 


l + xd 



0 (x^oo). 


3 - 设 <5 为任意固定的小正数，则 


0((1 + ^)^), Inx 



o ( x d ) 


(a:->oo) # 


[证] ( i ) 不妨设 0<(5<1. 于是 


0<Cx/(1 + 6) x <ix/(l + xd+^x(x—l)d 2 )^0 (x->oo). 
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( ii ) 置 e d = l + d ，( d >0). 则当 z>l 时由 （ i ) 即得 

0<\nx/x d = t/e dt = t/(l + d)*^0 ( 艺 ― oo 或 x^co) m 

4. 试证于 0 时 


sinx^x, tga: 〜； r ， ln(l + 工 ) 〜 ; r， —— 1 〜 

又于 a :->0 + 时 a ^〜 l . 

5. 试证于 0 + 时 >\Ar + v ^ + 

[证]由于 Z 二 o ( V ^) O ~>0 + ), 故 

V X + ^/x + ys/^^^ °(^ / oc )+\/o {\/~x) + ^/~x 

_ 1_ 

〜 (x->0 + ). 


6. 试求下列极 限值： 

/1 r l l \ 

lim(i e - <2 dt—T+^rl 
x ^ Q+ \x^ io a: 4 Sxy 

[解]显然所求极限即 


lim 

尤呤 0 + 




t 4 ^0( t Q )) dt - x- A + 





10 


+ lim a?" 5 


a; 呤 0 + 


•o(x 7 ) 



8 . 设 / OO 为定义在 [0, CO) 内的一个连续函数.试证 

i ) 于 /( 工0>1)时 

ii ) 于 = 0<1)时 | o \ f { x)\dx = co , 

并证绝对收敛性隐含收敛性. 
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[提示] 


这便是通常关于无穷积分的极限审敛法. 


9. 试根据命题8判定下列各积分的敛散性. 


oo 


dx 


\/ X 


r 


sin X ^ 

$ 3/2 dx ， 


oo 


Inx 


X 


dx ， 


e 


X2 


OO 


ln(x 2 + l) 


dx , 


y%OC 

J 1 



=sin( —— ) dx . 

x \oc / 


ln( 1 + 


ln (1 + 怎） 


dx 




10. 试应用阶的估计法证明下列积分 


( e l/x 


l) a 


1 [ln(l + ^ 1 )] 2 ^ 


dx 


于 a — 2沒>1时为绝对 收敛; 而于 a — 2沒<1时为发散. 


[证] 


由例题4可知于: r — oo 时， 


( 


e 


\/x 


IV 


InCl + ^^X' 2 ^ 


1 /x 


1 /x 




故可知被积函数 


/⑷ 


e 


\/x 


1 /x 


)\ 


ln(l + ar 


1 /x 


2 夕 


x 2 卜 a 〜 -级 


(a:—oo). 


因此根据命题 8 即得本题之证明. 


11- 试证下列积分为收敛 


dx 

0 l + a: 4 sin 2 ar 


<oo. 


[证] 


令为单调下降于0的正数叙列.今置 


1 


oo 


0 


dx 

l + :r 4 sin 2 ar 




n^di 


oo 






k 


此处 


k n + d^ 


V k 




Ck n 

J k n 


dx 


一 i fc l + 怎 4 sin 2 怎 


V 


f 




k n + d /g 


dx 


1 ^rX i sin 2 x 
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显然％ <21. 故若取心'则可见 < oo , 而同时 


00 



( I ： + 1) 


dx 


n 


1 + (^^r) 4 sin 2 6 & 


(i + i ) 


0 ( 灸 3 2 A )dx = 0(k 3 )^ 



因此 2<< oo . 故知题中之无穷积分为收敛. 


12. 试证下列积分为 收敛: 


dx 


(l + a; 2 )(sin 2 a ；) 1/3 


<oo. 


[证] 


注意被积函数于 



njt 处分母为零，并注意广义积分 



2 


办收敛，且— a :^ sina :^^ 


O^ar 


< f > 


今置 


oo 


dx 


Q 十 


(1 + x 2 ) I sinx\ 



oo 


(W+ 1 > nr — 


dx 


(1 + x 2 ) I sinx\ 


2 



2 



则易见 




2 


dx 


1 + n 2 jt 2 4o + I sin a? 1 2/3 




0(n~ 2 ). 


因此为收敛，从而原题得证. 


13. 


[证] 


试证积分 
显而易见 


smx 



dx 为发散. 


00 


sina? 



dx 




( w + l ) 


sinar 


dx 





(n+l) 


0 + 1 ) 


sinx I dx 
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( sina ?) 


当且仅当 s < l 时为收敛. 


( sinx ) 


7当且仅当 〖<5 + 1 时为收敛. 


14. 试证积泠 P 

Jo 

15. 试证积分 

16. 试证如当且仅当 ？< — l < g 时为收敛. 

17. 试通过变数代换法及阶的估计法以判别下列广义积分的 


敛 散性: 


\nxdXy 


2 


In | In | a :| I dx y 


a 



In 


dx 




x 


(a>0), 


Inx 


2 



dx 




+ 


V x 
\nx 


l 


dx ， 


x a (l 


x) p dx 


( a , P > 


1) 


0 


18. 设 /00 为定义在 [0, GO ) 内的一个连续函数，而 


f ( x ) = 0( x ^ 1 ( lnx )^ a ) Or — oo )， 


其中 a > l ， 则 


\f(x)\dx<OD . 又当 


/ ⑷ 


O (x l (\ nx ) 


(ar->co) 


而 a < l 时，则 


I/O) I 办 



19. 试判断下列积分的敛 散性: 


I sinx 


i 


2 


x^/\nx 


dx y 


dx 


\ ^ n / 




\nx 9 


In sinxdx ^ 


o 


并证下列欧拉积分 


oo 


厂⑷ 





X 


dx 


于 o >0 时收敛，而于 a <0 时发散. 


20. 试叙述命题8与命题18在无穷级数方面所对应的命题. 


21 . 


试证级数 I ； 


ln(n + l ) 


sin 



为发散. 
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t 证]显见当时有 


lnO + l) Sin 去〜 



^2^-°°. 故由比较审敛法便立即得证. 

n -2 

OO 

22. 试判定级数 E ( ln /0 _ ln ln w 的敛 散性. 

2 

[解]由于 n = e ln \ lnw = e In ln ' 故 

M w =( lnw) - 1 n ln n = e ~ an ln w)a 

=(e ln In n) 2 (ln n)*i _ (In In n) 2 (l n n)'i _ 

其中 0(1) 为与 i 同时趋于 0 的正数.从而 

n 


u n =n^ 0(l) ir 0 (/T 1 ) (w—oo). 

所以原级数 2 〜 发散. 

[注意]以上将〜表作^°〜的过程可称之为“换底法”.其 
目的就在于便于同 n 的阶作比较. 

23. 试判定下列级数的敛 散性： 



sin 



OO 


Inf 1 + 




n 


ln (1 + n ) 


•o 

i 


oo 

2 ( ln 於 ) -n ， 


2 


cm 


2 

10 


(In ln n ) 一 1 n n , 


OO 

工 n 
1 



24. 若 / GO 为连续函数而 /OO jo o — CO ). 求证 


2/ ⑻ - j] f(x)dx =0(1) (71400), 

[证]由单调下降性可知 
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h 




h 


h 


/ O ) & >/( A 0> j * 

1 J h 


K^)dx 


(fe = 2, 3, 


• •• 



fc —1 


K^)dx 




k+t 


h 


fOOdx 




从而 


0 < 2 I 5 fc < 2 24 *<[ fOOdx 


2 


2 


M. 


因此 2 迅为一部分和有上界的正项级数，故必收敛.亦即极限 


lim 

n 今 oo 


i]/W-jV(x)^Ulim j 2/W — j:/oo 办 


存在 


25. 试证下列极限(欧拉常数)必存在 


limu + T + f + n 


Inn 




V . 


n ^oo 


26. 若 0< s < l . 试证于 W 400 时有 



s 


+ 



s 


s 


+ ••• + 


n 


8 


n 


i 



s 


0{ l ). 


27. 试证于 w — oo 时， 


n 


(i) > ] (v^ + 2 — 2i\/h +1 + 办 ） = 0(1 )， 


K 


n 


( n ) S [ AV ^], 


0 


0 ( 1 ), 


* 


此处 S 为 >2 之整数，表示对于 $ 函数以1为步长的 S 阶差分 • 


28 - 设2/ & >0，％尹1.求证 


oo 


oo 


yx<QQ => y>! <co 


1 


Si 

1 


Uk 


u 


< oo # 


k 


[证]由于〜 一- >0. 故有常数 W Q >0 使凡 w 〉、 时恒有 

O^uJ (l-u n ) <2 〜， u\ <u n . 
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故由比较审敛法立即得证. 

29. 设 Inn — y . 试证于 w 充分大之后儿的数 

1 

值即恒为正，而且有一正常数 d 使得戽> 


[证]可先取差分而再求和.显然有 

一 = A n — A n+ \ = ln (^ + l ) "— Inn — 



n + 1 




置 n 为 n，n + 1, …而相加，则得 



命 iV ^ oo ， 则由命题25,為 ^->0. 故得善丄 • 

5 n 

30. 设〜为下列方程所 定义： 

n -1 

U(n — 1) = ln {( n / e) n JS /^}~lnni = ^ u km 

2 

试证于 w 充分大之后，、即具有确定的正负号，且 u n = 0( n ' 2 ). 并 
由此可推证 K^C + OOr 1 )， 此处 C 为确定之常数. 

[证]对函数 U 进行一阶差分，则可见于 〃>0时， 

n n = (n + ^)\n(^)~l = ^\n\^^l 9 

\ 2 / \ ^ / 2 怎 托 1 — x n 

其中‘=音( 72 +音)又于时显然有 
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t l+a:_ 0 ^ f a # 〆 1 • 1 ) 

( O <0<1). 

因此， 

Un= i xl \a+ b：) 丁 +(i— h^y\ (o<0re<1), 

从而可知 0< w n <4< rr 2 . 故命题的第一部分已告证明. 

oo oo 

又因 2>,< oo , 故有 D …二 C ， 从而 

2 2 

U(n) = ^2 u k =C-^ i = C + 0(n- i ). 

2 n +1 

[注意]由本命题可知下列极限 


limln 



n\ 


( n / e ) 71 ^/^ 


lim(-U(n)) 

n 今 oo 


存在.亦即 w !/( w / e) n L ( w -> oo ). 事实上，如应用华利斯 

( J . Wallis , 1616—1703) 乘积公式 


1 . 3 . 5 … （ 2 w — 1 ) _ 1 

2 - 4 - 6 … （ 2 w ) \Ztijt 

尚可进一步决定出 L 二^ I 、 因而可导出司特林 ( J . Stirling ，1692 
—1770) 公式 

Jl J (n/e) n \/2jtn . 


n 


31. 设2〜为一正项发散级数，心又设/00为一 


1 


正值单调下降函数.试证 


严 00 


( ii ) 


f(^)dx 



1 







( in ) a 


0 ( 1 ) 



TJ ( s k ) a k 与 〜 同时收敛 


1 
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或同时发散. 

[证] ( i ) 显然由假设可知 

« w /(5 n )= [/ f ( s n ) w f ( x ) dx y 

J s n-i 

XI a kf (^ kX \ n f ( x ) dx < M 9 

2 ^ s i 

同理可证 ( ii ). 至于 ( iii )， 由假设〜<瓦，故易见 

nun 

2 2 2 

亦即两级数部分和之差不超过一有限常数.故必同时收敛或同时 
发散. 

32•设 f ( x ) 为正值单调下降函数 Or >0)， 又 a > l . 求证 
2/( 約与2以7(?)两者必同时收敛或同时发散. 

[提示] /(« n »/(^»/( a w + 1 ) ( a ^ xKa n+1 ) y 

( a n+1 — a n ) f ( a n )^j f ( x ) dx ^( a n + l — a n ) f ( a n+1 ). 
( a - l )^ a n f ( a n )^\ an+X f ( x ) dx > a - a ~ l )^ a n + l f ( a n+1 ). 

i Ja i 

33 •若 0 ⑷个 oo , (Kn + 1 )/ Hn )~> l>h 则于 /0 O >0,/0)| 
0 r >0) 时，级数 2/00 与 2^00/(4(70) 必同时收敛或同时发散. 

34. 若 a >+，2 a w <oo ( a w 〉0). 则必 < oo . 

35•设 a w j 0( w - > co ) •则2〜收敛之必要条件为 a n = 

°(i) 

[ 提 ^ K] 2(a n + a n+1 + …+«2«) ^ ct n . 从而 na n ->0 
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(n->oo) 


36. 设 { 0 O -> oo ). 则 2 〜收敛之必要条件为 


a 


n 


O 


1 


nlnn 


(72 ― >00) 


[证] 


取 V 



[W] •则 


n 


S 


n 


S “ ~ : 


V 




v + 


a 


(v + l)a v 


k 


V 



(v + 2)g y + 2 I ... I na n 


v + 2 


n 


^na n 


1 


1 


v 


v 十 2 


+ ••• + 


n 


>na n 


f 


n + l 


dx 


V 


+ 2 07 


na n \n： n + l 

n 1 v + 2 


2 


n(lnn)a nm 


而心 ->0, s v ^0(n^oo) m 因之 n(lnn)a n ->0 


(n 



oo) 


37. 若 2 〜为一发散级数，〜为正项而递降.试证于 oo 


时即有 


+ a 3 + …+ a 2n -\ 


«2 + «4 + 


1 


• • # 



a 


2n 


38 - 设〜|0,2〜 < oo . 试证 2 n ( a w +1 )< oo . 


n 


n 


n — 1 


[提示] 


2 〜 


(Jc — l)}a k = na 


n 


Zl( a 


k 


a k-\)^9 


na n ~>0. 


39 - 试讨论下列二级数的敛 散性: 


oo 


⑴2 


a(a + l>"(a + w — l) • )8()3 +1 ) … (ff + n — 1) 


n 


v(v 不 1) 


# » « 


(v + n 


1) .6(6 + 1) … （ 3+ 7U — 1) 


OO 


⑹: E 


1.3.5 … （ 2w 


1) 


P 


71 


2.4.6 … (2n) 


m 


[ 解] ⑴因 


u 


n 


U 


n + 


(v-f n)(6 + ^) c 

(a+w) ( 泠 + w)— n 


+0 ㈤ ， 


c = v + 8—a—/3 9 
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故由高斯比率审敛法可知于^>1时级数 ( i ) 为收敛.否则为发 

散. 


( ii ) 因 



权 n + 1 



2n + 2 y 
2n + l) 


1 + 


P 


2n + l 


+ 0 


(idny 




故知于 P > 2 时收敛，否则发散. 

40. 设为二实数.试应用司特林公式以讨论下列级数的 
收敛性： 






/1-3-(2^-1) 

\ 2.4 … （2 双)— 



(Inn) 一 # 


( 沒 # 1). 


[解]由司特林公式 W ^( n / e )^/ 2jtn 易得 

〜〜 ( 4 7i(=Tj ^~) O nn T^ Kn ^ a (lnw)"^, K>0. 

故知于 cx >2 时或 cx = 2, 冷 >1 时级数为收敛.否则发散. 

41. 设〜关 0, 且 

^l±L^i+Ajlo( 

u n n \ 

此处 a 为一正常数， p 为任一实数(常数).试证 





(n->oo)* 


[证]取对数则得 \ nu n+x — \ nu n ^ 
逐次相加则得 



\nu n — InUi = p 




a > o >^ 


化 ⑽- 1 “). 

从而可知 €] h -> PO -> co ). 因此上式可写成 

1 
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籲 


\nU n —— InU 


p(\nn + v)+P + o ( l ) 


( n -> oo ) # 


由此得〜 = rw p . exp { o ( l )}， 亦即 u n ln p —l 


( w -> oo ) # 


42 •设 


n 


n 


S 


n 




k 


a 


n 




h 


10 


10 


n + 1 


心 • 


又设有正数 《 使 


oo 


\ S n^^n\ a< ^ OD ^ 


n 


oo 


试证级数 ^ 〜为收敛 


n 


[证] 


由题设可知、 一 〜= 0(1)，所以只要证明〜为收敛. 


由于 


71 


O'n — CTn-l 


w(w + l) 


2^ 


k 


容 n 


a 


n 


10 


n 


故 


N 






s 


n 


a 


n 




n 


n 


若 a < l ， 则由 2 k — oJYoo 显见 D ■ ? --7 Crnl <°°. 若 a > l ， 


n 


n 


则 


N 

n=l 


N 


1/a 


N 


\/P 


S 


n 


a 


n 


n 


<( I Sfl 


a 


n 



s 


n 


一 p 


0 ( 1 )- 0 ( 1 ) 


n 


n 




0(1)， 


式中沒适合 f +# 


. 所以无论如何 ory 总收敛. 


43. 写 sin 0 ^ = ^, sin n ar = sin ( sin n ^ i 2 p ) (w 




1，2, 


• • • 



试证， 


71 


当 oo 时对 00< i —致地有 
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[证] 


令炉0)=炉0, 




(c>0). 由 


sinx —X 


X 


3 


+0{x z ) 


6 



<p(x^ c)—x — 




故对 存在充分小的^。〉0，使当时有' 


( p ( x ， c 2 Xsinx <( p ( x , Ci ). 

我们注意，对史 O ) 二炉 O , c ), 由于 ( p ( x )~ 2 = x ~ 2 + c , 从而令 qp n ( x ) 

=少0計 1( 工）），史00) = 怎，则 ( Pn ( x Y 2： =^ 2 + nc , Bp 



由是根据炉 O ) 和 Sin ^ r 的单调性，得 


q)(x, nc 2 ) sin n x<C(p(x^ nc x ) 9 



1 



<C sin n x<C 


1 


x 


+ 71(^2 



X 


2 


+nc 


(0<x<x 0l n 


1 , 2 , 


• • • 


)• 


现对任何於 ( 0,音)，由于 0< sin n a :< sin n y 



0 (W - > CO )， 故 


存在 m ^ mOo ) 使当时 ( Xsin ^^ Oo . 于是当 n > m 时 


1 


V^Csi 


sin 饥 




2 


+ (n 


m)c 2 


<C sin n x 


< 


V(sin w ^)^ 2 + (n — m)ci % 
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# 


利用第三章命题 136 的不等式 


ar 2 <(sin 怎广 2 <ar 2 + l—i 


7C 


2, 


可得 


x 


< (sin 饥 0? 广 2 0 -2 


xy 2 <x 



m 


所以 


4 


n 



x 


-2 



m 


4 


jt 


< sin n ar 


c 2 )+ nc 2 


< 


Vi 


mci^rnc l 


(O 


最后，对任给 e >0, 令死工 Ly 2 -〈〜 < Y < C 2< ul ~ ey f 


并依次取 〜m = mOr。) 如上.则当 n > m 时对所有 xe (0, ^式 （*) 


均 成立. 再取 i \ T = max ^ m ， 


mci 


mil — 


4 




jt 


c 2 


c 


ni+ey 


3(1 






c 2 


JT 


则容易看出当 n > N 时对所有 托 {0, U 均有 


sin n X<C 



x 


mcy + ncx 


< 



< 



n 


3(1 + ^) 


1 + e 

! I x n 

V ^+3" 


sin„a?> 



x ^ 2 + m 


4 


jt 


C % )-[-/2 C 2 


> / 


> 


e 


V^ 2 + 


n 


3(1 — # 



x 



n 

3 
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44. 试证，下列级数 

ar v + ( sina:) v + ( sin sin^r) v + ( sin sin sino;) v + ••* 

当 y>2 时一致收敛而当 y < 2 时对 xe ( 0 9 tt ) 皆发散. 

[提示]利用上题的渐近估计即得. 

45. 设2〜是一正项级数.试证： 

( i ) 若存在正数 o ■和 m 使〜一 则为收敛， 


并且 〉 ] a n — O ( a ^) ( iV —> oo ) ; 

n -N 

( ii ) 若存在非负实数 or 和正数 M 使 a n - a n + l ^ MaV % 则 2 〜 
发散. 

[证] (i) 的条件成立时 « n + i^«w(l 一 ^ a n 由是易知 

a „ jO ， a < l . 不妨设 cr < l . 取自然数#，使当时有 
<1. 于是由不等式 （1 —— d (0<〖<1)得 

al^\^K(.l — rnal~ a y<a n a {l — amal~ a )^al — ama n9 

即 

ama« — < + 1 (n^N). 

由是可见2 〜收敛 ，并且 








( ii ) 的条件成立时，欲证2〜发散，我们不妨设〜- >0. 从而 
更不妨设 a = 0. 由是， 

^n + 1 

In a n + i ^\ na n + ln(l — Ma n ) 9 

由于 ln(l + «)〜《 G ->0)， 故对 r ?> l ， 可取 (3>0 使当时 
In (1 — iO 〉 一 t]t • 再取 W 使当时 Ma n < Cd , 则与此同时有 

\ na n + l >\ na n — 7] Ma nf 


m 



1 

7 ]M 


(Ina 
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由是可见 2 〜发散. 

46. 设 / O ) 为区间（0，叉)上单调下降的正值连续函数， f ( x ) 
< x , 并且有常数 q >0, 6>0 适合 

f ( x ) = x — qx l + d + o ( x l + d ) ( a :-^0 + ). 

定义 LOO = f ( f n - 办 )）， f Q 00 i . 试证级数 

/ 0 O ) v +/ 1 O ) v +/ 2 O) v + … 

当时收敛，当时发散. 

[提示]置〜二/#)%则易见 

s_ s_ 

a n+ i = a n ~yqa x n + y + o{a x n ^) (n->co). 

由是利用上题的结果即得. 


§2. 若干渐近估计及切比晓夫质数定理的证法 


在命题47，48,50,51中，记号表示 p 是一个在某区间 

(0，幻上取正值并且单调增加的连续函数， < p (0+)=0. 对于这种 

函数，某些渐近估计之成立与否可以简洁地加以刻划. 

47. 设则渐近估计 

C^p-dt = 00 (( 3 )) (6^0 + ) 

Jo t 


成立的充分必要条 件是: 存在常数使 




(BapH - CTeHHKHH) 


[证]设4>0和 <5 0 >0使对所有适合0<5<4的6有 

J n t 


则对任意 n > l ， 当0<6<(5。/7?时有 

" d ^ idt ^ r d ^- dt ^ A < p ( V s ). 

d 石 J 0 芯 

由于 99(0 的单调性， 
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nd ( p ( t ) 


dt ^( p {6)^ 


^dt 




( p ( 8 ) lnrj . 


从而 




现在取 ^ 使 In 77> i 4 .则 


lim ^?|>> l . 


<5 呤 0 + 


<pW 


反之，设有 # ㈣ 辕 >】 


则必有 a >0 和6。>0，使 


当0<(5<心时有 


炉⑽）»(3). 


对适合 0 < t <8 的任意 f ，取自然数 w 使 

7]- n 8^t<7)- n+l d. 


则有 


妒⑴<"一 V⑽ ）«n 


-na + a 


<p(v n 一 1 


< 


v 


史（<5) 


从而 


d 


( P ( t ) 


0 




\ 


6 


dt 


a 


V ： 

a 




(0<(5<<5 0 ). 


48. 设 9^0. 则渐近估计 


oo 


& = n 


k 


<P 


(i) 


0 ( cp 


n 


)) 


( w — oo ) 


成立的充分必要条 件是: 存在 w > i 使 


無驗)〉 1 . 


[证] 


设 


洽 含•则 


炉（<3) 


5 


炉⑴ 


dt 


• 201 


% 






所以由命题 47 即得本命题的结论. 

49. 设 《>0, 而 )5 是任意实数.则有下列渐近估计 成立: 

K^=O(6 a |ln(3|0 (5^0 + ). 

Jo 


[证]置史 （0 二 由 

^/ ⑴二广 1 |ln 《 |M( a | ln 《| 一 p) (0<t<l) 

看出当 a >0 充分小时 < G )>0 (0<^< a ). 所以 < p 6< P . 显然， 

对任意々>1， 

(5 呤0 + 9 ^\^) 


由是根据命题47和48即得本题中的两个渐近估计. 

50. 设 < pe 0. 又设 p > o . 试证渐近估计 

= ) (5^0 + ) 


成立的充分必要条 件是: 存在 r ]> l 使 




(Bapn-CTequKHH) 


[证]设乂>0和 6 0 >0 使 
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a 


6 


(0<6<6 0 ). 


则对任意”>1，当0<7^<<5。且时有 


A 


( p ( S ) 

~~ d ^ 


> 


<p(t) dt 

1 t p 



dt 1 


參 


A 


(p(s) 


s 




J 6 


> ln?y 


<p(yS) 

~^ aT 




ds 


d 


s 


\nr] 


( p ( v ^) 

~~A 


1 


2p(r]8) 


即 


( p ( rj 8)^2 p ^^ 


9(3) 


In?; 


由是 


lim 

a 呤 0 + 


(p(yS) 

炉 （3) 


o(v p ) 


( TJ — CO ). 


所以存在使 


linger ； 


3 呤 0 


炉（<5) 


反之， 


设 . 则有正数和心，使当0<5< 


6呤+0 


炉 （3) 


4时有 


< p ( v^Xv 


炉（<5) 


对任意适合 <5<《<心的 《，取 自然数 w 使 


则 


V n ^ l S ^ t < v n S . 


嗜 ) 


(p(S). 


并且由是还可看出1勹因此当0<(5<(3。时 


，203 • 




51. 设又设 ？>0. 则渐近估计 


f ) =0 

成立的充分必要条件是:存在々>1使 

5 — 0 + 炉 \^) 

[提示]易知题中的渐近估计与 

:?裘~社：0徵 ( 5 - 0 +) 

等价. 

52. 设 cx>0 而0为任意实数.则有下列渐近估计 成立: 

° t- a ~ l \\nt\ p dt ^0{t- a \\nt\ p ) ((3 - >0 + ). 

b 





n 

^ s 1 k a ~ l (\ nJc) p = 0 ( n a (\ nn ) fi ) (w->oo). 



[提示]于命题 SO 及 51 中置 

(p{t)^t p ~ a \\iit\ p (0<t<a). 

n 

53. 设( X，#为实数，互] 0^ 〜 V (w —oo). 试证下列渐近估 

1 

if： 

^a k (\nky\^ na(}nny (a>0 时)， 

*=i l = C - 0{n a (\nn) fi (a<0 时） • 

并再讨论 a = 0, j 3 < 0 的情形 • （Francis-Littlewood) 

[证]处理本题的方法主要是根据下列的阿倍尔分部求和法 
(参考第一章§ 1): 
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7i n-l 

(2) 〉 ' a k b ^ = (s n — s)6 n + sbi — ^ ] (s k — s) (b k + l — &*) 

1 1 


(5 = lims n ) # 

首先，当时，于⑴取\= 0 , b k =(\nky aoim 

n 

^2a k (\nk) fi = s n (\nn) fi — a l (\n2) p 

k =2 
n — 1 

— H 〜 {[ln(A? + l)y—(lnA ； y}= t s ft (lnn )々 + cr„ 

k =2 


若 a >0, 则由命题 52 


^ n 


a 1 (ln2)^ 




n = 2 ^ 


n 


O I] (In Jc) 0 ^ 1 \ = 0{n a (lnn) fi ^ 1 }. 


k =2 


若《<0,则当①时 a w 为收敛，记其极限为 C ， 则 


( J n z= 0 




oo 




h 


C + Ol ^ k^Wnky 


k = n 


V 

% 


C + 0{n a (\nny^}. 


所以我们证得 


oo 

y ^ g t ( lnfe) /r = ： g + gn ( ln ^) /? + O { n 0 C ( lny ?)^~ 1 ) < 

k =2 

其中 C 为常数，且当 COO 时 C = 0. 这个结论比所要证的还强些. 
事实上，以 〜〜# 代入即得所要证的结论. 

然后再考虑 a = 0， 0<0的情形.此时 〜 —s = 可应用分 

部求和公式 (2). 易得 

XI a “ l』y = o (( ln ；2 y }+ O +^]0( l ).6) 「 U . 
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m 


由于 A —1<— 1，故由收敛性可写 




O 


2 


h 


殳- i ] 冬殳孕 

2 n / 71 


其中 


OO 


V<(Max e ,)V 

n fe ^ n n 


(\nky 



< o ( l ) 


(lnA?) ff 

x 


dx 


o ( l ) 


{ln(n-l)) fl 


因此总结得 


n 


^ i a k (\nk) p = C^o{(\nn) 0 } (a = 0, 


2 


54 .设 


2 


a 


w + 0(、/! T ). 试证 


n 


2 


a 


2 


Ink 


dx 




2 


\nx 


+ o 



n 


ln« 


( n -^ co ). 


[提示]在上题证明之式 （1) 中令 ~ 


0, a 






0,于是得 


S 


a 


k 


8 n 


2 


InJc 


Inn 


+S 


s 


1 


2 


Ink 


lna + 1) 


对特殊情形 «i = l 则得 


n 


2 


n 


2 


Ink 


Inn 


+sa-i){ 


1 


Ink 




ln(k + l)y 


二式相减得 


n 


2 


a 


k 


2 


Ink 




2 


Ink 


0 ㈣ + 琴 0 ㈤ . o ( 


Jc(lnk 



由命题 52, 


S 




0 




n 


(lnw) 2 
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故总结得 



n dx 


2 


Ina; 


0 ( 1 )， 



55. 设^为任意正整数？表示不超过^的任一质数.试证 


2 

P<：X 



\np — x\nx + 0(x) ( 怎 -> 00 )， 


这里 y 表本 不超过 j 的最大整数. 


[证]容易看出 M 的质因子分解式可以 写成: 


此处 



p<x 



事实上，构成乘积 M 的诸因子1，2，…，^中，为 P 的倍数者凡 
吾个，又为 f 的倍数者凡畀个,再为 〆 的倍数者凡5个， 

L 》」 Ip i Lr J 

等等.其中任何一个因子 n ( x ， 若含 P 的最高次方为\即 n 二〆 • 
m , 而 m 不再含因子％则％在上述计数中，作为 h 必 …， P s 的倍数 
总共计算了 s 次.由是可知 M 中所含 P 的方次总数即等于心. 

两端取对数，则 
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= ~0( x ) O - > oo ). 

J><xP \p — 1/ p V 

因此 

lna: f : — \np -{-O^x ) (a:—>oo) # 

沪 <a ： L P 」 

在另一方面，我们有司特林公式： 

lna：i =x\nx + 0(x) (x-^co). 

故由两者比 较得： 


s 



X 

p 


lnp = x\nx + 0(x) (x-^co). 


56. 设 {〜} 为一正实数叙列而满足下列关系 


A ( x ) 




X 


n 


a 


x\nx-\-0{x) 


O 



oo ), 


这里 


X 

n 


表 


x 


n 


的整数部分，又令 


2 

<x 


〜，则必存在两个正 


常数《， A 使得对于充分大的 Z 常成立下列 关系: 


ax^ ： S(x)^fix. 


( Shapiro ) 


[证] 


本命题是一个弱陶贝尔 （ A . Tauber ) 型定理，利用关 


系[怎]—2 


x 


2 


>0可得 


0{ x ) 


A ( x ) — 2 A 


x 


2 


2 


X 


n 


2 


x 


2n 


a 


2 


n 



X 

— 2 

X 

)a n + 

X 

n 


2n 

/ x 

ir<n<x 

n 




> s 


7r<n 


X 


n 


a 


S 


a 


-K<n^x 


《⑻ — /S (音) >0 


由 OU ) 的意义可知必有一正常数尺!使得 0< SOr ) —没 


< K x x 
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对一切 a 均成立.故 

0^S(x/2n-S(x/2^ l )<K r ^ (y = 0,1 ， 2, …). 

各式相加即得 500<2 火 #. 故取 # = 2& 即得 SO ) 的一个上 

界， 

既已证明 800 = 000 ,故由命题所设条件可得 

~~ — a n j — + ^( 1)1 =X^^ i —~\~0(S (^) ) 

汾」 n^x (抑 J n<ar ^ 

= x\nx + 0 ( x ). 

于是得 

T ( x )= 2 —= lnx + 0( l ) (； r — co ). 

n<：x ^ 

因此可写成 T0) = ln:r + /20)， 此处 I 丑 O) |<iT 2 :r . 今假定 0 <a 

<1 .贝 IJ 


2 ^ = T(x)-T(ax) = \n~ + R(x)-R(ax). 

ax<n <x ^ a 

由是我们得 

—S(x) >丄 2 In—-2^2. 

a X <71 ^：X ^ 

如在上式中取 a == exp ( —2 K 2 —1). 则上式即变为 

S { x )^ ax . 

命题至此证完. 

57. 设将不超过 z 的质数 P 的个数记作兀00,亦即 


^( x )= 

P 

则必存在两个正常数 a 及 )9 使得对于一切充分大的 Z 常有 

( 工 (He6bimeB) 
\nx inx 


[证]今在命题 4 9 中取 


a 




(当 w 为一质数时), 
(当 n 非质数时). 


_ 
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Inx 

此处 A 为一正常数.因此切比晓夫定理已完全被证明了. 

58. 试证萨比洛 ( H . S . Shapiro , 1928—)的弱陶贝尔型定理 

可被扩充成如下的 形式： 设 a >0. 又设为一正值单调增加 
函数并满足 关系： 

wmm 

A(x) — ^) = oc a \nx + 0(x a ) 9 (a:—oo) 

J i t 

此处 Z — CXD 系经过这样的实数叙列而使上式中的黎曼-斯提捷积 
分恒有意义.于是必有二正常数 A 及汄使当 Z 甚大时 常有： 

P«(pOcXp 2 x a ， 

其中乂 决不可能大于 1/ a ， 而仏 决不可能小于1 /«. 

[提示]证明步骤基本上仿照萨比洛定理的原来证法（只要 
将加式改成相当的积分即可).但在证明的过程中，对于0<«<1 
的情形却必须作特殊的处理.至于推证 A 及仏的 存在 范围 ： A 

则利用部分积分法便可得出. 
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59. 设为一正实数叙列而满足下列关系 

A ( x)=^J — - a n = \/~xlnx + 0( VT ) ( ar -> oo ) 

… . v L 凡」 

则必存在二正常数 A 及 JS 2 使当 x 充分大时常有关系 

P \^/ X X . 

n<x 

[提示]这显然是命题 58 的特例.当然也可以单独证明它. 
但在证明形式上要略比命题 56 复杂一些. 

§3. 有关无穷大强度的问题 

本节主要是讨论无穷大强度的比较问题.在本章开始时已说 
到，若 ooOr ~> oo )， 则可记作或此时可称/强 

于0，或4 较/为弱. 这意思也就是说,/的增大比4为速，或多的 
增大比/为慢. 

若不论 ^如何大时，总有 Q <8< m < M ， 其中均为固 
定的正数，则可记作么例如切比晓夫的质数定理，其意思就 
是： 

\nx 

又若//《趋近于一确定之极限(异于零).则有时亦这样 表示： 
fW . 这意思亦即相当于以前所用过的记号/ = 7(0). 

60. 试证 （ lnlnTO _ w -9 e _ w dw lnw ( w -> oo ) # 

[证]因 lnlnw £- e ， 故 （ lnlnw ) _ w ~3 e _7 i . 又因 （ lnw ) 2 -3 w ， 故 

flnnq -<1_2 卜 e - W ( w ^co). 

61. 试按照渐增的强度将下列的无穷大变量排列 起来： 

x x Inx 

x e , e x , (\ nx ) ilnx) ( x -> co ). 

[提示]通过换底手续一律化成以 e 为底的指数函数即可加 
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以比较. 

62. 若》，9代表任意二正数，试在无穷大: r ( ln ； r ) g lnln:r 与0： 
( ln ； r ； K 之间插入另一个无穷大变量，其中 : noo . 

63. 设$⑴彐/⑴.试证必可找到两个无穷叙列{么00}， 

{/ n(^)l 使 0~5《1-302~303~5…… -3/ 及 /&/ i 卜/2^~/3?~ 

…沴. 

[证]只须取 

伞 n-1 二何丁 0 = 2, 3, 4, …). 

1 1 

即可见 伞 fJh = (//0) w ( n + T )-^ OO ( x -> OO ), //^ w =- (//0)^ TT->CO 

o -> oo ). 故得彐… -?/. 同理，如取 

f n -l ~ f n <f> n ( w= 2,3,4 , …）， 

则易知 -分. 

[注意]本命题的意思就 是说： 无穷大变量的分布是到处稠 
密的.因为在任何两者之间，总有无限多个无穷大介于其间. 

64. 试造一例以表明这样的事 实：当 03时，/，⑺，而/ 

/0既不趋于 00 , 亦不趋于0，而又不保持在两个固定的正数之间. 

[解]可以先取两个连续的上升函数 A 及02,此处01>^2, 
♦ I 个①，02丨⑺，今取一系列的坐标值： 

令…等表曲线上的点，其横坐标依次为 

^3, a ：5, 又令户2,尸4,戶6,…为曲线汉 =020) 上的点，其坐标依次 

为％〜％，•••.于是侬次将 PhA ， P 3 ， P 4 , …各点用折线联结起 
来.这样便得到一条无限延长的折线 L ， 起伏于及夕 = 
必2(均之间.令 Z 的方程为夕=/(>).则按定义有： 

= 0 iO )， 当 0 C = X U x 3 , x 5 , •; 

= 020)，当 X = x 2 , x 4 , Xq , ••• 


/=/ ⑴ 


_ 



于是若再定义另一函数 ㈣ (X 、 二^ J'h 则不难看出//#即为 
本题所须之一例. 

65. (杜布窪-雷茫定理） 设…，其中每一 今 <t>n 

都是增函数.则常有另一增大更速的函数/存在，使得对一切 n 
而言都有 

[证]在未证之前首先指出一点:即条件 <t>n+\^~(f>n 并不保证 
有一确定大数乂存在，使得 D 小 n 对一切和 n>A 都成 
立.最简单的例子便是么二，/〃!.故在一般情形下， 

+lir~^n - > +1〉 么 ($〉')• 

其中〜 可能 t 00 O—oo). 

但无论如何，却总可做出一新的叙列 


而怎 合千 （i)tp n 三 (f> n (x>x^), (iiKh 对一切 x^Ln 均成立. 

此种叙列可由归纳法作成.例如，当已作成 之后， 
则由于〜故必有 一 存在，使得对一切 

X>X* n+l 而言总是 小 n+ l> 屮 n. 因此可取 

(0 W + I (怎〉怎 *71+1)， 

於 W+ 1 二 ^ 

(\lax(0 w ， 1 ) 1 )• 

此时显然有也 + 1 . 

于是为要定义函数/00，可先规定此函数在怎二托处之值为 
f(n) = tn(n) (w = l，2,3, …）. 至于 /O) 在 O, w +1) 间的定义 

可由填充法补足，而使之合于 条件： 

W>)</O)<0 w+ iO) (n<x<n + l). 

此处/00并可规定为连续的增函数.显然这样定义的/必具性 
质 f/ 小一① O—oo). 故命题证毕. 

66 . 试 证：当 任意给定一个连续的增函数400时，总可作出 
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一个整函数 / O ) 使得 ( Poincare ) 

[证]所谓整函数即是指收敛半径为 co 的幂级数 I ：〜 W 所代 
表的函数 而言. 下面的简捷证法系由波雷耳 （ E . Borel ， 1871— 
1956) 所作. 

令为任一函数（例如少= 4 2 )而使今取一个上 
升数列 〜 t 00 及另一数列{心}使合条件 

ai <6 2 < a 2<& 3 < a 3 0". 

置 f —0 n ， 

此处、为整数 值而〜 +1 >显然这一级数对一切 a ; 都收敛. 

今若 a w < o ;< fl w + I •则 /(« r )>(〜/6„)' 由于 a w >6 w ， 故可 
以如此选取、使得⑴〜 SmaxOi , v 2 , …， v n ^); ( ii ) ( a n / b n ) Vn > 

0(a w+ i). 于是 /( 工 ) 〉 0( 〜 +1 ) 〉 0( 工 ). 故得 /&- 沴 . 

67. 设 ‘0) 为 a ; 的增函数而有 

01 卜 沴3卜 •••l 伞 n ^— … 1. 

求证必有一增函数 / O ) 存在，使得1对一切^均成立. 

68. 给定…~3少，则必有函数/使得对 

于一切 w 值而有 mo , 若给定 tHhm — ni —於， 
则必有/使对于一切 w 值而有 t 卜/卜 0. 

又若给定一个速度递增的无穷大叙列及一个速度递降的 
叙列 （ D ， 且对于 一切％ 及$总有么 g t ., 则必可得一函数/使对 
于一切 W ，：？ 而言总是 

( Hadamard ) 

[提示]为要证本命题之后一部分，可考虑下列 图形： 譬如， 
为要定义/，我们可以设法作这样的一条函数曲线 V 二 / CO : 第 
一， 它必须始终保持与坐标轴成锐角；第二，它总是由下而上的 
穿过一切曲线 y ^ cf > n { x )； 第三，它总是自上而下的透过一切曲线 
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题68图.供构作 y = / Or ) 时参考 


y ~ 少人工\ 

69. 设/00在 (0, co ) 内有二阶导数，且对于某一实数值《合 
于下列条件： 

f ( x ) = o ( x a ) Or ->0 + 或 < r->co 时)， 

f r ( x )< 0 ( x a ~ 2 ) O ->0 +或: r->oo 时)， 

则必有 /’( 尤 ）= oO a_1 ) (z->0 + 或 x—co\ (Hardy-Littlewood) 

[证]令3为任一实数(0<6<1).又取 x > 0 , 显然有 


/( o ?±& r )— /0) + 如/'0) = 士 0<3； r ) (0<0<1). 


由第二条件显然可得一常数 I 使得 

/"o 土紐)<见(1 土紛广 2 广 2 尸施 a _2(1+5 广 2 (命 2 )， 

(<m a - 2 (l-(3) a - 2 (a<2). 

以此代入前一式则得 


o ( x a )^ 3 xf r ( x ) 


^M6 2 x a (l + d) 




( a >2). 

(a<2). 


因此于 $->0 + 时(或 $ - > oo 时)我们有 


參 
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UA 

^ l - MS(l + S ) a ~ 2 ( a >2). 

^^M8(l-d) a ~ 2 ^Umx l - a f , (x) ^U^x l - a f(^X 

^ l - Md ( l - d ) a ~ 2 ( a <2). 

Uk 

由于 5 可以任意小，故最后命 5—0 + 便得出 

Hmx l ^ a fX x ) — 0^ 


§4. 若干渐近展开公式及其应用 


70. 设当 : r->0 时，依次决定常数 a Q ， ％， …, a n 如下 


lim /(^)= ： ao , lim 1 ^^) —— ~ — a 1 


X 


lim 


/⑺ 


Oo + a#) 


x 


2 




lim 


f(x) — (a 0 + a l x + 


■鬱镳 




X 


n 




则有渐近展开式 

/0) = % + 叫 + ¥ 2 +… + 〜 a: w + oO w ) (x->0). 

71. ( 泰勒公式）设 /O) 在包含〜的区间内有直至界 一 1 阶的 
导数，且在 A 处有 n 阶导数.则 

/0)=/00)+/' 0o)0- 怎 o) + … +^f (n) 0o)0 - 怎。 ) w + 

+ o((x-x 0 y)(x-^x 0 ). 

又设 / (n) co 在包含％的区间上绝对连续，则在同一区间上有 


/( 中 /(, 。 )+ 讀 , - ,。)+".+士/^^ 



/( n +1 )( t )0 r-^)n 
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72. 试证自然对数的底 e 是无理数. 

[证]如不然，设 e 是有理数！，这里 m ， W 是互质的正整 

m 

数.将泰勒公式应用于 = : ro = 0, ； r = l ， 得 


e 


1 


1 


+ ( _ i r 


n \ 



1 \n ^1 f 1 

— e 」 ( l - t) n dt 

n \ Jo 



m 


以 （一 l ) w +1 〃! 乘上式两端并以代入，得 


n 


2( 

p =0 


ir 


n \ 


(n — v ) 




o 


(1 


t ) n dt . 


此式左端显然是一个整数，但右端却适合不等式 


0<l e 」（ l-6) 於忍 <1. 

0 


这是不可能的事. 

73. ( 达布公式） 设 PG ) 是一个 最高项系数为1的 w 次多项 
式.设在包含％的区间上绝对连续.则在同一区间上有 

/ GO —= — 1 广 1 -[广 _ V )(0/( V ) G )] 卜 37 

+ (-jLr p p ⑴ / (n+1 〉 ⑴也 

n\ ) Xo 

(达布, G . Darboux , 1842 — 1917.) 

[提示]对积分项多次运用分部积分法，并注意到 P (n) (0 = 
W 即得. 

[注意]本题的公式证明虽然简单，但在应用上却非常灵活. 
它有着种种特殊的表现形式.例如，如果把 /0 O —/(%)看作其导 
函数的定积分，即有 
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b 


n 


cp{t)dt 


a 


2 


i ) 




[P ( 并 - 0 ($) 炉 (V - 1 )( 工 ）] 


x = b 


v 


n\ 


x-a 



(—i) 

n\ 


-\ b P{x)(p^{x)dx 

J a 


这是皮特 ( K . Petr ) 的公式.又如果取 P (〖）= («—#， 即得命题 
71中带封闭余项表示的泰勒公式.而下面的命题74，亦是其特 


M . 


74. 设 / ( m + w > 0) 在包含％的区间上绝对连续.则在同 



间上有 




1 


(m + n) 



(x-t) m (x 0 ~t) n f (m+n+l) (t)dt. 

(Obreschkoff) 


则 




[提示]于达布公式中以 m + n 代替 w ， 并令 

P(t) = (t-x) m (t—x 0 y\ 



~^(x — x 0 ) v (v 二 0,1 ， … ， n), 

(v = w + 1 ， •••， n + m), 

ni(x 0 ~x) v 0 = 0 , 1 , ••，）, 

(v 二 m + l， …， m + w). 
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mini 

(m + n)i 




(m + n —v 


m \ n \ 

(m + n)i 



于是由命题 73 即得本题的结论. 

75. 设 w 和 w 都是非负整数， m + w〉0. 写 



则 

/ -t x ffi fl x 

e x q n (^)-Pm(^)= 

且 


e 


X 


Pm ⑷ 

q n (^) 


+ 0 (x 


m + n+1 


(x^O) 


[提示]第一个等式是奧勃列希柯夫 (N. Obreschkoff) 公式 


于/⑷ 


e 


X 


\ 


%二0时的直接推论.第二个等式赤甚显然，因为 


e x q n ( x ) — p m ( x ) = 0 (x 


m + n+ 1 


)而 《w (工 ） =1 + 0(^0. 


本命题给出了 #在 z=0 的帕兑 (H. Pad6) 逼近. 

76. 设 a 关0是一个有理数.试证V是无理数. 

[证]显然，只要对 a 为正整数的情形证明就足够了.于命 


题 75 置 ㈣ ，…，并令户^^⑻，⑷•则 
显然 P 和 G 都是正整数，且 


Pe a 


Q 


n \ 


a 


n (t 


a ) n e l dt . 


o 


A 


现设 《 为正整数而 W 为有理数，令 e a Pe a —Q = R , 这里乂和 
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B 为整数.则 


p4~Q^R 9 pa-qb^br 

3 


所以 6 丑是整数.但由第三章命题153 


0<剛< 


a 2n+1 e a = o(l) (w->oo). 


(2w + l)! 


这个矛盾推翻了 为有理数的假定. 

77. 试证 e 是起越数，即 e 不是任何整系数代数方程之根. 


(Hermite) 


tffi ] 


于达布公式置 = % = 0,得 


n 


e 一怎 一 1 


2 




[_ P { n ^ v ) { x)e 


P 


(W — ， v ) 


( 0 )] 


n \ 


Vp ^ e -' dt . 
J 0 



n 


n 




(v) 


( 0 ) 


e^ x ^] P (v) ( x ) 


Vp ^ e -' dt . 

Jo 


n 


写 S ( x )=^] P ^( x ), 



X 


S(0)e x = S(x) + e z \ P(t)e^dt. 


0 


注意这个式子对任意的於次多项式都成立.现设 e 不是超 
越数，而是代数数，即$满足整系数的代数方程 


Co + C\X + (?2 怎 2 + 


• • • 


+ C 



0 (cqT^O). 


则有 


0 


2 C ，(0) e/i= 士^(")+ S c ^ eU \ 尸⑴ 〆 忍 


+ 2 2 
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取 


P(t) 


p- 


(p 


1) 




my } 


其中 P 为大于 m * k Q l 的质数.显然， PG ) 可表成 


Pit) 


[( 




P 


n 



i ) 


t p 


a 


V=J) • 


又对所有 ^ 


1，2, 


， m 还可表成 



n 


v =j) • 


这里系数 a v ， 好 （v = p, 


, w;/i 


0，1， 


••，7 W ) 都是整数.由是易见 


m m n 

/! «B 0 /^ = 0 V —p • 

此式右端各项皆为整数，其中第一项不是 P 的倍数，而其余各项则 
都是多的倍数.所以\是一个不为零的整数.至于2 2 ,由于 


所以 


I 尸⑴|< 


(V 


1) 


m 


P 




m 


p ~ 1 + mp 


(p-i) 





M 


P(t)e^dt 




m 


mp + p 


(p~i) 



e^ l dt < 


m 


mp + p 


(p 


l ) 



p -1 

|2 2 |<(|c 0 | + IcJ +•••+ |c m |)e m — —— = o(l) 

(P-I)l 

(p->oo). 


因此 当多充 分大时 1 + 22 不可能为零.这个矛盾证明了 e 不是 
代数数，而是超越数. 

78 # Tn — 1,…,1，0, — 1， …, 一 n ， 



v 
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试证 


且 







x a = ^ 4 ^ + 0((x-l) m+n+l ) (x-^1). 

〜 o ) 

[证]写 

r(x) = x a q n (x) — p m (x) 



则当 ifc 二0,1， 


•參 


，饥时 





a 


v 




利用第二章中的范德蒙公式(命题 35) 可得 












v 





m + n—k 

m—k 
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所以 


Jc \ 


r (k) (l) = 0 


( ㈣ ，1， 


• t • 


，饥） • 


继续求导得 



n 


(m+l): 


T 


( m + 


”(>) 




m 


(x\/n+a 


o 


V 



n — v 



v+d 

m +1 


x 


+ a -m -1 


n 




m 


a \/ w+a 


0 


m 



a 


n 


m+1 


1) 


\v ) 


m—a\/n+a\ a 

(―仍 ml n hTl X 




所以由泰勒公式(命题 71) 得 


K 工） 


m 


a\i 対 +a 


m 



n 



ay 

i 


it. 


79. 设/〜— 1 ^)在 [ a ， oo ) 上为有界变差函数，且满足 


lim/ ( 


2卜 1) 


( a :) = 0 


0=1，•••，&)• 


oo 


0 


则当和 f ( x ) dx 皆收敛时，必存在 0 ， m < i ， 使 


y^Jja + nh) 


0 


h 


f{x)dx + ~-f{a) 


k-l 

2 


B 


2 


0 


(2v)l 


U (2 


l >( a ) h 2 〃 l 


B 


2k 


(2k) 


2 2k 


){/( 2 卜 1 ⑷ +ey(f< 2k - l >)h 


2k 


/ 




a 


[证] 


于第二章命题 108 令 n — oo 即得 


80. 试证第三章命题 7 中的曼丢不等式可以进一步精确化成 


OO 


2 


2n 


f (/2 2 + c 2 ) 2 c 2 


2(- ” 令 + 0 


A - 0 


c 


2 A;+2 


(c->oo) # 


攀 
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[证 ] 


可应用命题79,因此关键在于计算函数 


/⑺ 


2x 


(x 2 + c 2 ) 2 


的各阶导数.为此，命 


F(x) 




X 


x 2 + c 2 


我们有 


(x 2 + c 2 )F(x) 


0. 


对此应用莱布尼茨微分法则，得 


(x 2 + c 2 )F ( ^ 2 \x) + 2 (v + 2 )xF ( ^ 1 ) (x) 


+ (v + 2 )(v + l)F ( ^(x) 


0 


0 = 0 , 1 ， …）. 




^) v v \ q v . 则 满足 


(x 2 + c 2 )q v+2 — 2xq v+ 1 + = 0 0 = 0,1 ，…）， 


qo = F(x) 


x 2j rc 2J 


Qi 


/ ⑷ 


2x 


(ar 2 + c 2 ) 


解此二阶常系数差分方程得 


q 


v 


in (v + l)(p 
c(x 2 -j~c 2 ) 2 


(v 二 0 ， 1, 


馨 •畢 



这里 


c 


(p 


arc sin 


^/ x 2 + c 2 


从而求得 





VI 


(— 1 ) 


sin (v + l)(p 

y+ 1 

c(ar 2 + c 2 ) 2 


(v 二 1，2, •••)• 


以此代入命题79,即得所要证的渐近展开式. 


參 
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[注意] 


实际上，我们可对渐近展开式中的大0项做出更确 


切的估计 


參 


(―以+ 1 


2 


2k 


2 


2k 


a 


^2 k 


C 


2i + 2 


<0 



c 


2fc + 2 



< ㈠ 广令 ㈣:)-] 


B 


2k 


C 


2 釭十 2 # 


81 . (扩充的欧拉-马克劳林公式）设函数 / O ) 在区间 [ a , &] 

上连续，并且/ ( 〜 1〉 00在区间[>， 6] 上为有界变差函数，这里 r *> l . 
则 / O ) 在[«， &) 中的整数々处的值之和可表成 


2 /⑻ 


b 


T 


1 




o<fc < 6 


a 


v 


VI 


E v (- a ) f ^( a )} 


b 


ri 


B r {~x)df ir ^\x). 


a 


[证]首先我们留意 


「/⑽[-怎]=一 2 /⑻ 

^ a a<fc <6 


现在命 


R 


T 


rl 


\ b B r {-x)df^\x). 

J a 


显然 


R r 


r\ 


5 r ( — 怎）/( 卜 !） ⑷ 


b 


b 


a 


r 




(r- 


n ( x ) dE r ( 


x). 


若则 


b 


rl 


f (r 


-i) 


(x)dB r ( 




a 


b 


(r 一 l )! J a 





R ” 


i 


(*) 


若 r -1, 则由 ^0) = 0：— ■^及 0)， 
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^L\ b fir^ (x)dBr( _ x) 
rlJa 

- [- 怎] -+) 

=[/O ) 心 - 2 f( A ). 

Ja a(k<b 

总之，我们有 


^去邋 ㈠ )广 i >00 -艮⑽ 




丑卜1 


&>2)， 


b 


a 


f(x)dx- 2 fW 


a<k<b 


O 二 l ). 


由是，命题据完全归纳法原理得证. 

82. (振荡枳分渐近展开公式）设 / Or ， y ) 是单位正方形区域 
五 (0 O < l ，0< y < l ) 上的二元连续函数，对固定的 0< y < l ， 
/心 ^ Or ， y ) 是 0< Z <1 上的有界变差函数.则对任何正数/ I ，有 



/O, y)dxdy 


p = 1 


U 0) ( i , y ) 


-B v (y)f ( ^ u0) (0, y)}dy 




B r (^-Ax)df (T ^ UO) (x, ij) y 

0 


这里表如的小数部分. 

[证]作替换得 

L/o, {y、〉 d y 



由命题81，上式末端的被积函数等于 
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V = 1 



A — y 

-y 


B r (-x)df< r - u0) 



= f / o ^) 办 + i ： 士邋 u )/ … way ) 

0 v = 1 

—B v (y)[ v _ UQ KO ， y)} —- BA — 入 x)df( T _ l ， 0) (x ， y). 

rlA Jo 

所以命题得证. 

83. 设 /( r ， 0> Or ， y ) 在丑 （0< z < l ，0< y < l ) 上连续0=0,1, 
…， r *) •则 

f /0 ， { 如 }) 办二 [[ f(x, y)dxdy 
Jo J 0 J 0 

+ Zl^fo 

V * 1 

~B v (y)f iv - U0) (0, y)}dy+0U- T ), 

这里 

— 1 )M 為 +2( — 

/ ( r ,0) (^ y)l 2 —y +y 2(— iy - 1 匙 H ’ }) ， 

V ]*: l / ( r " 1,0) d ^) l 2 ^), 

{—^} 是一 J 的小数部分.特别若 a 为整数，贝 1 J 

|0a- r )l<r^/2( — 「 \f^Kx,y)\Hxdy. 

V \lT) !Jo Jo 


[证]把题中的渐近式写成 
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/( nu )+ 眼 o . 

则由命题 82, 

I(A) — S r -i(A) = -^-[ / (r,0) (a:, y)\^B r (y—Ax) 

^ M J o J o 

一氏⑻]心办十^^ 1 / W ， o ) (1 ， ？) [氏 (卜; 

T\A Jo 

— B r ( yy ] dy . 

对上式右端的两项分别应用柯西不等式，经过如下的计算 即得： 

^yjr ^£ LBriy-^-Briy^dxdy 

^Xriy \ [ LS r (y-Ax) 2 -2B r (y-Ax > )B r (y) +B r (y) 2 2Ardy 




dx 

J o 


L^r(y) ~ B r (y—Ax)^\B r (y)dy 



i ](- D v 

v — 0 


U)—B 

r + y _ 1 (y—Ax) 9 B T ^ v (y) 
(r + v— 1) I (r—v) I 


dx 

y = 0 




2 ( — 1 ) 


rl 


r 


B 


2r 


B 2r ( — Ax) 


mf 


( 2 r)i 


dx 


= 2( —l) r 一 1 




B 


2r + l 




(2r + l)U 



类似地 


⑺） 


[万 r ( 夕一 A) — 氏 ( 汉)] 2 却 


2 


(ri) 2 J 


[B r (y) — B 入 y — 入 )] B T (y)dy 


0 


2 ( 


1) 


r 


i B 


2r 


U 一义) 


( 2 r)i 


m 


84. 试证渐近等式 



cos ( 2 jtx) sin(2JtAx)dx 
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1 + (— 1 ” 
k = 1 





sin (2jtx)B 2k -i( x )dx 



85. 在命题 81 的假设下，求 U /(AO 之积分表示. 

a<k<b 

[解]显然 

X ! 二 S /( -左) • 

Q ^ k ^ b 6 ^ A? ^ 一 Q 

对右端的和应用命题81，得 


〉 ] f (^) ~ [ /(工）血+ > ] 

一 / I J a 


1) 


V 


a <k^b 


vi 


{B P (b)f^ l Kb) 


V 




一 1) 


(«)} 



(― 1 ) 


T 


b 


rl 




a 


86. (圆内格点问 题）设以 丑 O ) 表示圆 沪 + v 2 <z 内格点 （ w , 


幻之数目.试证 


R(x) = JTX + 0(\/ x) 


(x->co). 


[证] F 边图形中的格点数(虚线上的格点不计在内）可用 


2 


2 


[Var-w 2 ]- 


2 


\/ x 


0 <u 


o < C | 





{V 


X 


w 2 } = 2!-2 


2 


o< ^f 




表示，这里 [Vz — w 2 ] 和 { Va ：— m 2 } 分别表 V x — u 1 的整数和小数 


部分.所以 

丑(工) = 82+ 4[^\/ r ] — 4 」专 +1 

= 82 ! — 2 ^ + 0 (^ x). 

对和式 2: 应用命题 85, 得 
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u 2 +v 2 =x 






由是代入上式即得. 

[注意]在本题的证明中，对2,的估计已精密得超过了问题 
的需要.但是这种不平衡表明，我们只要能设法改进2 2 的估计, 
便能对的估计作进一步的改进.例如，如能估计出 


2 


2 


+ 0 (a^ln ； r )， 



便有 

R(x) = nx + 0(arl \nx) (x->oo). 

这个结果便是色品斯基 ( w . Sierpinski ) 的定理. 
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§5. 插值余项阶的估计 


插值多项式未必收敛.事实上插值过程是一个渐近展开的过 
程.本节将研究这样的 问题： 怎样根据被插函数的光滑性来计算 
插值余项的阶.在这里，差商的运算技巧起着关键的作用.我们 
首先将通过若干命题和习题十分经济地引出关于差商的一些重要 
关系式. 

函数 / O ) 在节点和 A 上的(一阶)差商，当 X ^ X X 时定义 
为 

/[>。，士 /fa) —价。) . 

Xi —x 0 

差商是一个算子.在形式上，不妨倒过来看，/[>0, A ] 就是算子 
以0, A ] 作用在/上.如有必要指出是把/看作哪个变元的函数 
而作用的话，可把该变元写在方括号[…]的左下角处.如 

Xi — Xo 


对于三个不同的节点々，定义二阶差商 

/[>0, = /[>0, =/[>0, ZliUOl ， ^ 2 ]. 

一 般地，对于^ + 1个都不相同的节点 A ， $1， …，％ ，&阶差商定义 
为 


/ _怎0,怎1， 


• 參 # 



/[> 0 , 



， Yfc - 1- 



— 怎 & — 1 ， 



/[怎0， ^1]；^ [怎 1，怎2] 

我们还把/(幻 =/[>] 看作是零阶差商. 


怎 2 


^*-1 


1? 


重节点的差商当作节点全不同的差商的极限 •. 


/[>， 


• • • 


，怎] 




/[ 铲 +1 ]二 lim/O 0 , 


，怎 J 



左+ 1个 

这里假定 h 互不相等，且都趋向于 L 一 般地，则命 

/[/+W+ 1 ， …〆+ 1 ] 
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= lim/Oo, … ， Xi,y 0 , … ， yj, •••, ^0, •••，〜], 

这里 a — a：O = 0 , …， i ), y v -^ y ( v = o , •••，）)， …、 z k —z U = o , …, 

幻，且各不相等. 

上述定义中的节点，不必限定为实数，当/为复变函数时，节 

点可以是复数.但是我们下面只针对实数的情形来讨论，读者自 

己不难识别，哪些命题对复数也是成立的.我们还以<^，•••，〜> 

表示々， …， 心的凸闭包，特别当心， …， 心为实数时， < A ， …，^>即 
表示区间 [ minA ， maxa ^]. 

參 • 

% % 

87. 试证差分和差商之间有如下的 关系： 

flx,x + l, •••,x + Jc']= 


88. 设 h ，…， ％各不相同.试证差商具有对称表示 

f [ x 0 i x u —, x k '] = ^ Xv - — • 

关 v 

[提示]用数学归纳法来证. 

89. 设夕 O ) 二丄，则对全不相同的节点以， a ，…， ％， 

X 


9lX0yX U •••,( 


1) 


k 


XoX^^X k 


[证] 


由命题88, 


k 


夕 [怎0,怎1， …， 一 


l : 


1 


k 


0 


X 


v 




v 


心） 


卜 0 
护 v 


( ~ ir ±t - 


1) 


k 


“ — A X 0 x^^x k 


h(Q )， 


其中 
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h(x) 


sir 


x^ — x 




V 


是办次多项式，且满足 AO ,) = 1( V =0，1, …，左). 所以 H 工) 

由是命题得证. 

90. 设心，^， …， 心+,各不相同.试证差商算子满足结合律 


/[>0 


X 


Xi 


J+k 


] =/[怎0, 




，％]〜•[々， 


X 


)+ k 



[证]由命题88, 


/[> o , •••， ^]=史（吣）+妒 （ A ) 


其中 


1 


炉 o ) 


y = 0 


/(^) 


i-l 


f 


(怎 一 A)XfOv — 〜) 


M = Q 

v 


K x ) 


f (工） 


i-l 


JJO — 〜) 


# = 0 


再由命题 89 和88求史和於的差商，我们有（仍旧记分00 = 1) 

x 


炉[叼， 


X 


+ Ar 


1 一 1 

2 


/(^) 


1 


9 lx 


場 

3 




• • 


，^ j 




V 


0 


n > 


v 


心) 


分 《0 
科夺 v 


1 _i 

2 

y = 0 


(― i) fc /oo 


i^k 


1 



(“一‘）• J£o 


v 


心） 


M 


^=0 
兴尹 v 


2 

y »= 0 


f (^ v ) 




JX (八—〜) 


M = 0 
M^v 




怎 j+fc 一 


i+fc 

2 


f (^ v ) 


1 


j^k 


v 


]jo 


y 


“）• IT (^―〜) 


A-0 


M 怎 j 


_ 
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j+k 



fM 

T+k 



^-0 
終 尹 v 



所以 


/ [ 怎 0 ， …， ^ fl x … ，巧 + *?] 二炉 - 怎 •?•，•••， $J +ik] + 分 [ 疋 j ， ••• ，怎 i + fc] 




j 一 1 

Zh 


f(oc v ) 


f+ib 


v 


n > 


i+k 

2 


/OJ 


i^k 


v 


心) 


V 


ir (- 


v 




^ = 0 
M¥^v 




/Oo, 


， ^i + &- 


9 L 设 a ： o , … ，疋 i ， 穸 o , 


，心， 


之 0, 


，&各不相同.则 


/[>0, 


，怎 i ，^ o , 


，爹 i ， 


之0,…，〜： 


^/ C ^ o , Vo , ―,之 oL 0 [> o , …， A ] y o [>0, …，^]"、[>0，.”，2 

[证]由命题88可知差商关于节点是对称的，所以 


k 




/Oo, 


，怎 i ，穸0，•••， •• •，么0, 


• • • 


，心] 


/[>0, 


， Zq^ Xij 


9 5 


，之1， 


，之 it ] 


再由命题 90 即差商算子的结合律即得. 


92•设 a ， h ，•• •，: r * 各不相同.若 / ( A : 《工)在 <$ o, …， A >上连 


续，则 


/[怎0, …， ％]=|产 


t 


dt 


mf 


0 


《 Jfc - 




0 


/((1 _ 《1) 无 0 


+ (ti — t 2 )xi + ••* + (t k - i — t k )x k ^i +1 k x k ) dt k . 

( Genocchi ) 

93. 设 A ， …， h 各不相同.若/ ( ”0)在<%，…，上连续, 



/[> 。，… ，心 ] U:c 


jfe-2 

2 


t 


k 


if (k) (t)dt r -dt 


k 


式中 
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參 



t=x 0 -i-(x 1 — x 0 )t l + (x2 — x 1 )t 1 t 2 ^ - h Oife — A-ihr ••“ 

•••, 0<^<1). (Genocchi) 


94. 试将命题 92 和 93 的结果推广到含重节点的情形. 

95. 设: ，…， 〜各不相同.若尸〜如)在的近旁连 
续0 = 0, 1，…， w ) •则 



这里圮，是 • 

[证]由命题92或9 3 取极限即得 



这是 〃 = 0的情形， 一 般地，由命题91取极限得 

flx ^ + \ xf l+ \ …， d » +1 ] 

二 / Oo , a ， •••， 〜 L 0 On i [> f 1+1 ]"、 K n+1 ]. 

由是把已证得的公式分别应用到％， …，‘ 上去即得. 

96. 试利用命题95证明，在相同的假设下有 

/[♦+ 1 ，灯 1+1 ，… ，心+ 1 ] 





立 o v — 〜 ' 

兴 =0 

V 


[证]把命题88的表示式代入命题91之等式的右端，我们有 

/ D 4 0+1 ， a ： f 1 + 1 ， …， 0 +1 ] 



kolkil—knl 


^] D k x ： U ( x v ) 

”0 1 2 ；° v 
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m 


然后，对仿 …}应 用莱布尼茨求导法则即可. 

97. 试证，若的，且与/⑷ Q ) 皆存在，则 

/[? +i ， n 

7 (—i)h/( j )(y) + (-i)h7 o )0a 

98. 试证，若且存在，则 


flx k ^\ y ^\^( y — x ) 




(y—aQ 

~~ v \~ 



99. 试证任意节点差商的递推计算 法则: 


/!>0,…，丈 


k 


无 0 


^05 X k +1 


/[> 


0, …，％ 


m 


f [3 C 0j …，； Ti 


X 0 


+1)， 

Oo== A+l )， 


这里 M 是 ％，•••，％ 中与 A 相等的节点个数. 

[注意]用这个法则来列差商表是颇为方便的.特别，若令 

— <^ + 1, WI 



Kx u 


X 


k + 


1] 一 /[怎 


0, 




+1 


+1 


Xq 


(左 + i)i 


f ik+l) (oc 0 ) 


+i ) ， 

( 怎 +1 = *^0 ) • 


这种列表法省去了对一般差商求导数的麻烦，最值得提倡. 

100. 设 POO 是一个 W 次多项式，则 

(n — Jc 次多项式 

户[>，怎1，•••，^] = ^0 

(0 

这里是的最高次项系数. 

101. 设 / mo ) 在<〜 …， ％>上连续，则存在长<%，•••，〜> 

使 
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(k<n), 
(Jc 二 n )， 

(左 > w ), 


/[>。，…，心]=合/(^). 


102 •设 


V — 1 


co 0 (x)^l,co v (^) = Ifo—A) (v = l ， 2, •••，w + 1). 


0 


n 


丑 0) = / Oo )+ H /[>0, •••，〜]%<>)， 


V 


R{x) = f{x)-H{x). 

则对适合的任意正整数&和 m ， 有 


k 


R {h) {x)^h\ y^/[ar v+1 5 x 0 


wmrn 

9 x m ^ v ^ 



(k— P )/ ^ \ 

m - v w -o—、”) 


V 


0 


(Jc — v) 


n 


S /!> 


0, 


，〜]«>)• 


v =fi%+l 


[证] 


对 m 施行归纳法.据定义, 


丑 ( k) ( 工 ） = f°° ( 工）一 ff (”⑻ 


71 


kiflx 


h 


S / c ^ 


0, 


, xJco c v k ) ( x ) 


v ^ k 


幻 {(/[> 


k 


flx ^ Xo ']) 


le-l 



2(/[^ 


，怎0, 


> 

， A -，- 1]—/[>% 怎0, •••， A - r ]) 


v = 0 


n 


+ /[>0, •••，％]} 


2/[% 


，<]«>) 


v — k 


于是由命题 99 , 我们得到 


k 


R ik Kx) = hl ^flx 


v 


，怎 o 


^Jc^vl(x — X k 


V 


y =0 


n 




S /[>0, …， ^]0 ( /)(怎乂 


v = k + l 


所以命题对 m 成立. 
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现设命题对适合& <饥<〃 的 m 已成立.求导 

公 饥+ 1 - 卩（怎） 一 ① m - v (怎 ）（$ 怎 m - v ) 


得 


0 ) 


( k - v ) / _ ,、（*?一 v 


m+l 


，-)，（工） 


CO 


>0)0— 、- J + {h—v)co { Ji 


fc — V _ i ) 


o ) 


即 




(壳一 V ) 


(Jc — v)l 


n^o 

(Ic—v—1) I 


參 


以此代入归纳假设，即得 


h 


R ⑴ （ x ) 


幻2彡 [V 


Xq 




m 


V 


0 


COm+l- v ( X ) 

(h — v)\ 


(o { J ： ~ v v Kx) 


(Jc — v—1) 


2 /[% ， … ， a]<)oo 


m+l 


(*) 


幻 2 w ' a ， …，‘ 


V 



/[»， 




饥 + 


1~ J } 


co ^ x v 2 v ( x ) 


(k — v) 


+ / [怎0, 


• • • 




XI /1>0,…， A ]0(/〉0) 


m+l 


幻 2 形 炉 \ 怎 0 ， •••，+ 


co ^{ l v ( x ) 


(k-v)l 


2 /[> o ，•••，〜>?)(>)• 


m+ 2 


此即说明命题对 m + l 亦成立.证毕. 

在以上证明过程中，我们反复运用了命题99给出的差商递推 
算法. 
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103 . 于命题 102 置& = 0,我们得到 


n 


v 一 1 


/0)=/0。 ） + 2/1^。，… ，心] 11(无— a ) 


V 


0 


n 


+ /[>，怎0 


，欠 


n 


X [(怎 一 a) 


试直接推导上述牛顿插值公式. 

104 . 设 /( W +1) G ) 在>上连续.则对任意 0<«；< n ， 
存在 x 0y …，‘〉 （v = 0, …，幻，使 


R ⑷⑻ 

~Ti ~~ 


k 


2 



(n+ 1 


v 


0 + 1 ) 


)(| v ) co^- ； \x) 

\ ▲ ~ —■7T —T "： ~ V/• 


(壳 一 V ) 


特别，存在长<$， A ，…，‘>使 




[ 证]于命题102置& = n ，得 


丑 < fc 〉0) 

~~kl ~~ 




2 /[> v + 1 ， 丈 0 , …， : r"] 巧 v y (、工 ) o - 


V 


0 


(k — v) 


再对上式右端的各个差商，分别应用命题101即得. 

又当&二0时，因为 


n 


% 0)0 — 〜 ） =On + lO)= Uo —怎 i) 


0 


n 


所以丑00可表成 (/ (7i+1 ) ⑴ /b + l)!)ITO — A ). 


0 


105 . 设•则 


6>n + l O ) 

h \ 


k 


H 工） 


S (左― V ) 


(怎 一 X n ^ v ) • 


[证]利用命题102证明中的 o ) 式即得. 

106 . 设 / < n +1〉 （ t ) 在〈怎，％，…， a ;„> 上连续，且0；不是<怎 0 , 
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^>的 内点.则对存在 ie < x , x 0 , …，〜>使 


必 i0：) . 


( Steffensen ) 


[证] 


当怎不是<怎 0 ,…， x n > 的内点时， iv " .(、工） O — 


(h — v ) I 


V 


当 v = 0, 1, …， k 时是同号的.所以对 i P e < x i x 0 , …， av >( v 二0, 
灸)，存在长 < a ?，; r 。， …，‘>使 


• • • 


k 


(fc —炉 



»+1> 


(I) 


v = 0 


K 工） 


(怎 一 


V 


k 


2 (Jc 


CO { n k S ； \x) 

f 1 X . 1 ^符一 


0 


v)l 


V 


由是，根据命题 104 和 105 即得 


107 •设/ 


(n + 


^ O ) 在 <怎 0 , 


，〜>上连续，又设<%，…， 〜〉 的长 


度为试证当时对 xe < x 0 , x n > 


致地有 


R ^ k \ x ) 


0( h n — k 


)• 


确切地说， 




{ n ~ h -\- l )\ 


max 

iG <arf,-,a: n > 


l / ( n +1) ( OI ^ 


k + 


( x ^< x 0 , 


，怎 n > ) • 


[证] 


利用命题 104 和 105 来证.因为 


必1 0) 


k [ 


S 



O — 心） 


0<11 <•••<ft i/Q， …， ‘ 灸 


所以 


k 


2 


V 


COn ^ v V) (^) 

a - v ) 


( x — x n ^ 


V 


< 


2 



x—x 


< 





h 




k 




••• 


1 ，…， ♦* 


d k 


dh h 


h n 


O 十 1) ! 

(n + l — k ) i 


h n 


\-k 
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因此由命题 104, 


k 


T 7 L 


max 

€< a ?#,-, ar «> 


i/ (n+1) (OiZl 


0 


(左一 V) 


_ 


(X — Xfl - 




(n — Jc + 1) l te<x^ 9 -,x 


max |/ (w + 1 >(Ol^ w + 1 ^- 


> 


108. 设 /O) 是 [a, 6] 上的有界函数.我们称 




sup I/O 2 )—/Oi) 1 (0<«<(6~a)) 


\X2 — Xi\<：t 
xi f x 2 ^[Ofb] 


为 / 在 [a ， 6] 上的连 续模 . 试证， / 在 [a ， 6 ] 上连续的充要条件是 


co(f;t) 


0 ( 1 ) 


(t 


0 + ) • 



证明连续模《）适合不等式 

co(nt)^nco(t) J 


这里 w 为正整数.从而推出 


1) 


《2 


tl 


1 < 右 2 )• 


[证] 




x 2 


n 


么，则 1(51 


所以 


n 


I/O 2 ) 




<WO)(0 


因此 co(nt)^nco(t) 


再设 <“ <6 — fl ， 以 w 表小于芬的最大整数 . 



0( 艺 2)<0 ((対 + 1) 幻）<(林 + 1)0( 艺 1) 




+ 1 W (^)<2 


2 




所以 




《2 


tl 
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110. 试证，连续函数/的连续模 ) = 0(/; G 满足下列条 


件: 

0 — 6)(0) <Cci)( t 2) — 6)( 11 ) ^6)( ^ 2 — 1 1 ) (0^ 1 1 <C t 2^6 一 fl) • 

反之， [ 0 , 6 — 〃] 上满足这个条件的函数必为某个连续函数 
(比方它自身）的连续模. 

HI * 设 …， 心是任意一组节点，心是其 
置换，并记 

= min ( + i 一 ^ i ) • 

0^ j^j + i<n 

假定 0< w < w ，/ w O ) 在<%，…，〜>上连续， h m + l >0 . 则对任意 

v = m + l ，7 W 十2, •••，％， 

n v -m 

…， Jl < — - K +\ coU {m \ K ^\) 

ml 



[证] 


0 ， 1， •••, n — v)• 

对 V 施行归纳法.首先，由命题99和101， 


l/fe 


，心 


+ m + l- 


/[怎 j + l ， •“， Tj + m + l - 


fix 




，至 i 


+m 




Xi 


ml(x 


+ 7W + 


1 —宏 j ) 


l/ w (l 2 )-/ w (li)l. 


其中 U 2 6 [U 

故由命题 110 ， 


J + 饥 + 


!] ，从而 IS 2 — 


+ m +1 


Xj 





1/ [无 






— 0, 1, •••, U — 7ti — 1), 

这说明本命题中的不等式对 V = m + 1 成立. 

设命题中的不等式对某个 V 已成立 ，/ w + l < v < w . 则由 

1/[屯… ，々… Jl < l/fe+1 ， …，心… 1] T /[ 々 ，…，々”] 

rp • _ rp m 

山 3 + y +1 ^3 


和 Xj^ v ^ x — x ^ h m ^ l 可知对 v + 1 亦 成立. 证毕 
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112 . 设在 〈: r 。， …，〜〉上连续, h m + l >0. 

则对 xe < x 0t — , 心〉 一致地有 

R^)(x) = 0 (^^j (h->0) 9 


确切地说, 


nn-m+ 

l « a ) (^) K - - — 

ml 


h n - k 

jun — n 
u m+l 




•••， 怎 w >7， 

这里 A 是<怎0,…， 〜〉 的长度，办 m + l 是 〈怎 i Q ， …， A m +1 > 的长度 (0 <io 

之最小者. 

[证]先证情形.把命题102的结果写成 


R (k) (x)^k\ y y s t flx v + l , 无 0, •••，‘_ 

^ =* 0 


W 


(it — iO 

Tti _ V 一 1 


⑷ 


(k — v ) ! 


•(x—x m - v ^)-^2f[x 0 , …， xJw^Xx). 

v =m 

这是以 m — l 代替 102 题中的 m 并对 ％，•••，〜 的置换 

<‘写出 的，〜 O ) 就是对 A 而言的 co v ( x ). 显然，节点的置换不 

会改变插值多项式，因而也不会改变其余项 BOO . 再应用命题 
105,有 


k 


R (k K x )=^iy]{fi^ v+ \ 宏 0 , …， 怎饥 -” 1 ]— /[ 怎 0 , …， ‘]} 


V 


0 




v) 


(x — x 


n 




m- v 


i )~ 


v =m + l 


/ [^ 


，无 ，]«>) 




2 2 . 


估计 2 2 . 由命题 107 的证明过程可知 

I ^ ： jTkh v 二 v(v— 1 ) … (v - &+ 1 ) 办 ㈠ 

u ^ 

因此由命题 111, 
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鬱 


n 


|2 2 |< 2 


2 


v — m 


沪 =m +1 


ml 


0( 产； h m +w 


1 c 




2 


v —m 


m +1 


v =m+ 1 


(2 n 


m+ 


f) ^ Jjti — k 

2)—~6；(/<->;^ +1 ) 


m\ K 巧 



对 义， 类似地有 

Jjm-k 


由命题 109 又有 


12,1^2 


h 


m— fc+ 1 


(m — k) 


9 


co(f (m) ; h 


m +1 


h 


m + 


( K + i 看作匕 ） 所以总起来说，当 ^ e < x Q , •••, 〜>时 


nn 一 m+ l^k h n ^ k 

I R (k K^ I < 12,1 + I 2 2 1 ^ J^. n coU {m) \h m+l ). 

ml ^ m+r 

至于尚留下未证的的情形,我们直接有 

R ( k ^( x ) = f ^( x )- k \ flx 0 , …， ^] 


一 2 /[无 0, •• •，仁 ]«>)• 

v =&+1 

由是利用对2 2 的估计立即给出所要证的结果. 

[注意]本题说明，当被插函数具有阶连续导数时，允 
许对含有 m + 1 重节点的节点组（即心 二 0) 进行插值.并且如果 
h / h m + » Q , 则插值余项满足 

max I =o{h m ~ k ) 

xE <Xor ^x n > 

又当被插函数具有 w + l 阶连续导数时，注意到 ^(/ (w) ； t ) 二 0( t )， 
由本命题也能给出 

max \R (k >(x)\=0(h n + 1 - k ) (O^k^n). 

x€ <Xo, — ,x n > 

现在的问题是，此地的“大 o ”能否改成“小0 下面的命题113— 


# 
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115 及 117 将给出其解答和具体例子. 

113. 设•则 


R ( js )( x ) 

foi 


m — 1 


2/!> 


V 




5 


CO 


(fe — 
n + 1 


梦 )0) 


v — 0 


( Jc - v ) 


1c 



2心 


V 


，怎 0, 


9 


v 




COVJ v v l m { x ) 


(k- 
n 一 


v —m 


(灸 一 v ) ! 


(怎 一 x n 一 v • 


[提示]从命题 102 中 m = w 时的等式出发，仿照命题 102 的 


证法来证明 


114. 设 0 <左</ 2 ，/( — + 1> (^)在 <； r ，； r 0 ， … ，〜〉上 连续. 则存 


在 L €<: r ，; r 。， …，〜>0 = 0, … ，左)使 


R ^ k \ x ) 

hi 


1c 





n + 妒 + 


l ) a v ) co 


( — 
n 


v ) o ) 


v 


O 汁 v+l) ! 


( k - v ) 


(Steffensen) 


[证]于命题 ll 3 置 m = k 并应用命题 101 即得. 

115. = x 0 -f ih(i 二 0，1， …， n ), h >0. 则分别存在 


%]使 


( —1 ) w - ‘ 2^ !(抑— S ) 


n 


0 + 1 ) 


2 


V 


2令 wm ) 


V 


V 


R ^ x ,) 


若味 


n 



i)i2 (Sfc An/(n+2,(i) 



n 


2 


整数 


[证]先证 i 关 I ■的情形.由于对称性，不妨设 


这 


时，于命题 II 3 取肌 



&二 2,我们有 


2 


O 界 （$)($ _ 


x-x 


n 




(― l) 


n 


! (n 


i ) lh n 


w 

2 


1 


V 


V 


\ x = x ： — l( n 


l 


l ) lh n ' 


豢 
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一 2(工）( 怎 一 怎 n - 2) I x-x i ~ 

以上三数皆同号，所以与命题 106 类似地即得所要证的等式 . 

对于《二 i 的情形，由于 c^ + 1 (A) 二 0, 我们取这时由 


^ n - 1(工）(怎一 ^ n - 1 ) 丨怎:2^ — 0* 

所以立即可以得到所要证的等式 . 

[ 注意 ] 命题 113 和 114 说明，若 

CiO )~ o ， 

则把 1a0 = O(y + 1 ^) 的阶一般说来就不能再改善了，不论/的 
光滑程度如何地好，除非正好 

flx v + 1 , x 0l •••, : rj = 0. 

因此，这时即是丑 (fc) 00 的 “ 饱和阶”.至干在使 

co { n k ^( x ) = 0 

的特殊点 z 处， /2 (fc) 00 的阶可达有的文献中，称这种 
z 为超 收敛点 （此名称似乎不太妥贴 ). 我们不难看出，对于实变 
量的情形，的阶不能再比 O(ym) 更高了一除去心， 
… ，〜 中有多于 & 个节点与 r 重合这种显然平凡的情形 . 

116. 设 / (w + 1 )0) 在 [a， a + M] 上连续.试证当时有 
下列马尔可夫 (B. A. MapkoB) 公式成立： 


/ 〈” ( a ) = ^( —1) 

v ~ k 


k 


A-/(a) 

v\h k 


A 

dt 


h 


Jf {t + fi ) 


k /i =： Q 



+ ( —办) 


J (n + 1) (l) 


0 + 1 )! 


d k 

dT k 


J £(^ + ^) 

A - 0 



式中 !6[a，a + M ], 而 

A v /(«) = 自、 - 1 )七)/(« + (卜 …). 


[ 提 本 ] 这是命题 106 的特例 , 
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117. 设节点％，々，…，〜关于％对称分布，而0<左</2•贝 lj 
当&与〃的奇偶性不相同时 


R ( k \ x )=, 




⑷， 


当&与 



的奇偶性相同时 


R^ k \x) 



+ 


2 ) ( 1 ) 


(n + 2) I 



(k 一 
+ 


/)<>)， 


这里假定出现的导数在<%， 



>上连续，而氏<〜， …， x n >. 


[提示] 


利用命题113来证.当 A ： 与 



0,当与71的奇偶性相同时取 



(BpO^CKHH) 

的奇偶性不同时取 


并且，不妨设 






则容易验证 



(it — V ) 


n 


十 





m ) 当 



m , m + 1, •••, k 时同号. 


关于第四章的注释 

注 1. 从本章的例题10,11, 12,13, 21，22可以 看出： 利用阶的 
估计来判别收敛性的方法是特别方便的.因此这里值得注意的一 
点是: 应该学会粗略地估计阶的能力，也就是说应该学会对于收敛 
性问题的观察能力.当然这种能力的培养是需要通过具体例子的 
'演习才能见效的. 

注 2. 在§2中我们介绍了几个渐近式与切比晓夫质数定理的 
证法.这些方法对于初学解析数论的人来说，是特别值得学习的. 
不难体会，这些方法主要是表明了如何通过连续变量的形式(例如 

n 

积分式与 Inz 等)来估计不连续变量(例如乏] a * / ln &， 的 
极限状态. 

注 3. 命题47, 48, 50, 51对函数类少该划了某些渐近估计成 
立的特征.这些渐近估计的成立本是逼近论中的逆定理加之于逼 
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近度上的要求，但这几个命题在一般的解析计算中多少有一些用 
处.例如，利用它我们简化了弗兰西斯——立笃胡特 ( E . C . Fran ¬ 
cis ; E . Littlewood , 1885—1977) 渐近式(命题 53) 的证明. 

注4.从 §3 中的命题63及其证法来看，可能会使人想到无穷 
大量的分布好象连续绕上的实数一般.其实这样的想法是并不正 
确的.事实上，根据阿达玛的定理(命题68)，我们知道对于任意 
一 对满足条件的增叙列与降叙列来说，中间总 
可插入无穷多个新的无穷大.但是在实数连续统上，递增数列与 
递降数列有时却可能决定唯一的公共极限值. 

注 5. 关于无穷大强度的比较，如能培养一种明快的判断力， 
那是十分有益的.特别是关于 64 题、 65 题及 68 题的证法，读者 

最好能通过绘图的方式，籍以获得一种正确的直观认识. 

注 6. 75、78两题给出了指数函数和幂函数的有理公式渐近 

展开，即帕兑逼近.帕兑逼近往往是比泰勒展开更为有效的近似 
式，因而很有实用价值.例如，这里给出的关于幂函数的帕兑逼 

近，其中开头几个为电子计算机提供了开根运算的迭代函数.命 
题74的奥勃列希柯夫公式还可以为我们导出诸如 lnz ， arctgo : 等 

函数的帕兑逼近.读者不妨一试. 

注 7. 命题77关于 e 的超越性是厄米特 ( Ch . Hermite ,1822 

—1901)1873 年发现的.此后不久林特曼 （ F . Lindemann , 1852— 
1939) 利用他的方法证明了; r 的超越性，从而解决了方圆不能(即 
不能用直尺与圆规作出与给定圆等面积的正方形）这样一个几何 
难题.从这个例子我们可以见到，阶的估计是代数数论中的重要 
方法.这方面，最重要的结果即是解决希尔伯特第七问题所得出 
的结论 :数夕 的超越性，这里&是任意的代数无理数， a 是乓0,1的 
任意代数数.这个结论是盖立芳特 ( A . O . rejiM |) O H /01929 年得到 

的，其所用的方法即是基于对复变函数 a 2 的插值余项的阶估计. 
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注 8. 命题80是曼丢不等式的精确化.第三章命题7中的不 

等式是曼丢在1890年猜测而由勃格于1952年证明的.范德考朴 
( J . G . Van der Corput ) 和海弗林格 （ L . O . Heflinger ) 于 1956年 

证明 








16 c 4 


这相当于命题80取&二1的结果.我们能得出这样一般的结果也 
是得力于欧拉-马克劳林公式. 

注 9. 命题81给出了欧拉-马克劳林公式的比较广泛的形式. 
这种形式在解析数论中很有用处.关于这方面的例子我们只举了 
圆内格点问题（命题 86) 这一个例子.这个例子的问题是数论中 
的著名问题之一.怎样尽量改善余项的阶，目前数论工作者仍在 
不断努力之中.另一方面，已知对任意正数& 

l- e 

R(^x) = nx j r0{x i ) 


是不可能的. 



注 10. 振荡积分的渐近展开公式有着强烈的实际应用背景. 
在这方面，国外学者的工作都没有得到这样一般和应用灵便的结 
果.事实上，他们研究的只是 /(a W 为变量可分离这样一种较为 
简单的情形.含大实参数 a 的振荡积分的一般渐近展开公式(但不 
带封闭余项）是本书前一作者和周蕴时合作的研究成果，见《应用 

数学学报 》 第3卷（1 9 80),第 204— 209 页. 

注 11. 命题81给出的欧拉-马克劳林公式的那种形式是和下 
列形式等 效的： 

If / (爭 H:_ 
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—— \v\ l B r {y-Xx)f^{x)dx, 
r\A r )q 

其中 0< y < l ， A 是任意正数， U - y ) 表示小于; l 一 y 的最大整数. 
正由于这个缘故，我们能运用命题81去简单地导出命题82带封 
闭余项的振荡积分渐近展开公式.命题 81—85 是本书后一作者 
的工作. 

注 12. 差商和插值是非常重要的解析运算工具和技巧，切不 
可以为这只对数值工作者有用.我们特别指出，尽管命题96关于 
差商显式表示的经典结果很优美，但命题99关于差商的递推法则 
仍是最为重要的.从102题开始的一呰重要命题的推导无不说明 
这一点.可以说，学会它的灵活运用是掌握差商运算技巧的关键 
所在. 

注 13. 命题102以及由它推出的诸命题在数值分析和逼近论 
中有很重要的应用.这些命题的结果比之康托洛维奇(几 B . Kbh - 
TOpoBH ^, 1912—)和克雷洛夫 ( B . H . 1^1^01>)在 《 高等分析的近似 

方法》中、普伦特 ( P . M . P ^ enter )在《样条函数和变分方法》中的结 
果有本质和彻底的改进.而米凯拉德捷 （ LU . E . MHKejia ^ e ) 在 

«数学分析的数值方法》中的结果则是错误的.他认为只要 


就有 




RW(x) = 


(w + l)i 




读者不难立刻看出其错误的缘由.命题102,112, 113,115是本书 

后一作者的工作，其中命题112是与杨义群合作的成果.稍后，命 
题113当 w = 0 时的特例也为特肯 ( T . Dokken ) 和李奇 ( T . Lyche ) 

独立得到.这些结果，都可看作斯帝芬孙 （ J . F . Steffensen , 1873— 

1961 ) 公式即命题 114 的逐步发展. 
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